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1Re´sume´ sur l’originalite´ des recherches
Le me´moire qui suit pre´sente un re´sume´ de mes activite´s de recherche de ces cinq dernie`res
anne´es, c’est-a`-dire depuis 2006 et mon recrutement a` l’universite´ Paris Diderot comme maˆıtre
de confe´rence, affecte´ au Laboratoire Pierre Aigrain (LPA, ENS). Auparavant, j’ai effectue´ ma
the`se au Laboratoire de physique statistique (LPS) de l’ENS sur les phases Fulde-Ferrell-Larkin-
Ovchinnikov, initialement pre´dites pour certains supraconducteurs de type II, et re´cemment
observe´es dans des gaz d’atomes froids fermioniques. J’ai aussi travaille´ pendant ma the`se sur
le de´veloppement d’une the´orie de Bogoliubov applicable a` toute dimension pour un gaz de
bosons en interaction faible. Mon postdoc a` l’universite´ de Du¨sseldorf a e´te´ l’occasion d’un
de´but de changement the´matique en direction de la physique me´soscopique, avec l’e´tude du
transport dans un conducteur de´sordonne´ unidimensionnel multi-canaux, tout en continuant
une activite´ sur les atomes froids, en particulier sur le proble`me a` quelques corps dans des
ge´ome´tries confine´es 1D.
Depuis mon installation au LPA, j’ai poursuivi et de´veloppe´ mes recherches dans le domaine
de la physique me´soscopique tout en gardant une activite´ en atomes froids. A` cet e´gard, le
de´partement de physique de l’ENS m’a offert un environnement scientifique particulie`rement
stimulant et enrichissant. La proximite´ avec des expe´rimentateurs a` la fois en atomes froids et
en physique me´soscopique m’a permis de multiplier les discussions et de pouvoir ainsi orienter
mes the´matiques de recherche. Mon travail s’est de´cline´ suivant quatre the´matiques de´taille´es
dans ce me´moire, deux en physique me´soscopique et deux en atomes froids.
Mes inte´reˆts en physique me´soscopique ont e´te´ motive´s par deux expe´riences re´alise´es au
LPA dans le groupe de physique me´soscopique. La premie`re expe´rience a consiste´ a` mesurer le
bruit en courant traversant un nanotube de carbone mono-paroi pose´ entre deux e´lectrodes me´-
talliques. Le nanotube de carbone mono-paroi posse´dant une de´ge´ne´rescence orbitale naturelle
due a` la chiralite´ du transport a` sa surface, l’existence d’un e´crantage Kondo SU(4) intriquant
le spin et le degre´ de liberte´ orbital est pertinente pour la compre´hension du transport e´lectro-
nique. Nous avons donc e´tendu la the´orie des liquides de Fermi de l’effet Kondo au cas ou` le
spin localise´ pre´sente une syme´trie e´tendue de type SU(N). Nous avons ensuite pu utiliser cette
the´orie pour calculer et pre´dire les comportements du bruit et du courant a` basse e´nergie et
extraire de ces re´sultats les valeurs de charges effectives caracte´risant le transport. La seconde
expe´rience conduite au LPA a` laquelle je me suis inte´resse´ est celle de la capacite´ quantique.
Une boˆıte quantique relie´e a` un canal unidimensionnel chiral et controˆle´e par une grille de
dessus re´alise l’e´quivalent quantique d’un circuit RC classique en se´rie. Nous avons e´tudie´ le
re´gime line´aire en pre´sence d’une excitation AC et montre´ l’existence, dans le re´gime quantique,
de deux re´sistances universelles et quantifie´es pour une petite et une grande boˆıte. La premie`re
de ces re´sistances avait auparavant e´te´ mesure´e pour la premie`re fois au LPA. Poursuivant ce
travail en conside´rant le cas d’un re´servoir non-polarise´ en spin et d’une tre`s petite boˆıte, nous
avons de´rive´ l’existence d’un pic ge´ant dans la re´sistance du circuit RC quantique en fonction
du champ magne´tique exte´rieur. La hauteur de ce pic augmente rapidement avec la force de la
re´pulsion coulombienne dans la boˆıte.
Le premier des sujets que j’ai aborde´ dans le domaine des atomes froids est en lien, sans en
eˆtre la suite, avec mon travail de postdoc sur le proble`me a` quelques corps. Sur l’effondrement
de Thomas dans le proble`me a` trois corps bosonique et l’e´mergence des e´tats d’Efimov, nous
avons mis au point une approche simple qui rend compte de ces e´tats en mappant le proble`me
a` trois corps sur une e´quation de Schro¨dinger 1D. Notre approche permet ainsi d’obtenir des
re´sultats analytiques dans le cas d’un re´sonance de Feshbach e´troite. Nous nous sommes aussi
2inte´resse´s au proble`me a` quatre corps fermioniques avec trois fermions lourds et un autre plus
le´ger. Dans une certaine feneˆtre de rapports de masse que nous avons de´termine´e, nous avons
montre´ l’e´mergence d’une se´rie ge´ome´trique d’e´tats lie´s efimoviens lorsque les interactions sont
re´sonantes. De fac¸on plus ge´ne´rale, nous envisageons l’existence de se´ries d’e´tats lie´s efimoviens
a` N corps. Le second de mes sujets de recherche dans le domaine des atomes froids est motive´ par
des expe´riences sur des gaz fermioniques de´se´quilibre´s conduites au de´partement de physique
(au LKB) dans le groupe de C. Salomon et F. Chevy. L’e´nergie du polaron - un fermion de
l’espe`ce minoritaire habille´e par la mer de Fermi de l’espe`ce majoritaire - de´termine le lieu de
la transition entre un gaz partiellement polarise´ et un gaz comple`tement polarise´, et est donc
pertinent pour comprendre la forme des profils de densite´ observe´s expe´rimentalement. Nous
avons tout d’abord e´tudie´ le cas ou` le fermion minoritaire s’apparie pre´fe´rentiellement avec
un fermion majoritaire pour former une mole´cule bosonique composite dans la mer de Fermi
majoritaire. Nous avons de´termine´ perturbativement l’e´nergie de cet e´tat mole´culaire habille´ en
interaction faible, illustrant au passage son aspect composite, puis une approche variationnelle
nous a donne´ une estimation pre´cise de son e´nergie jusque dans le re´gime d’interaction forte.
Reprenant le cas d’une interaction attractive a` longue distance (a < 0) ou` le fermion minoritaire
n’a pas de partenaire privile´gie´ et forme un polaron avec la mer de Fermi majoritaire, nous
avons de´rive´ une e´quation d’e´tat pour le gaz de fermions partiellement polarise´ en tre`s bon
accord avec les re´sultats expe´rimentaux. Pour cela, nous avons calcule´ de fac¸on exacte le terme
dominant les interactions entre polarons a` forte polarisation.
D’une fac¸on ge´ne´rale, mes travaux the´oriques ont le plus souvent e´te´ en lien avec des ex-
pe´riences, soit fraˆıchement re´alise´es soit en cours de re´alisation, ce qui a favorise´ les e´changes
avec les groupes concerne´s a` l’ENS.
Je mentionne ci-dessous des travaux qui ont e´te´ publie´s apre`s mon recrutement mais qui
ne figurent pas dans ce me´moire. Les deux premiers articles sont le fruit d’une collaboration,
de´bute´e sur la fin de mon postdoc avec X. Waintal et O. Parcollet, ou` nous avons e´tudie´ par
des calculs Monte-Carlo la transition dans un gaz de bosons dipolaires bidimensionnel entre
un condensat et une phase cristalline. Le troisie`me article est dans la continuite´ de mon travail
de the`se avec Y. Castin. Nous avons calcule´ de fac¸on perturbative l’e´nergie d’un gaz de Bose
bidimensionnel. La comparaison entre nos re´sultats et un calcul Monte-Carlo est excellente
jusqu’a` des densite´s relativement e´leve´es.
Re´fe´rences :
C. Mora, O. Parcollet, X. Waintal, Quantum melting of a crystal of dipolar bosons,
Phys. Rev. B 76, 064511 (2007).
C. Mora, X. Waintal, Variational wave functions, ground state and their overlap, Phys.
Rev. Lett. 99, 030403 (2007).
C. Mora, Y. Castin, Ground State Energy of the Two-Dimensional Weakly Interacting Bose
Gas : First Correction Beyond Bogoliubov Theory, Phys. Rev. Lett. 102, 180404 (2009).
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Chapitre 1
Bruit en courant et liquide de Fermi
dans l’effet Kondo
Les progre`s constants dans la miniaturisation et la portabilite´ des composants e´lectroniques
nous conduisent aujourd’hui a` des tailles typiques qui s’approchent des e´chelles atomiques. Les
de´fis pour les anne´es a` venir sont aussi bien technologiques que fondamentaux. Ils ne´cessite-
ront une compre´hension plus profonde des phe´nome`nes de transport e´lectrique aux e´chelles
nanome´triques ou` la physique quantique devient incontournable. A` tre`s basse tempe´rature,
comprendre et maˆıtriser les effets de cohe´rence quantique conjugue´s aux interactions entre
e´lectrons repre´sentent un vaste de´fi pour les physiciens.
1.1 Contexte
Les premie`res observations de l’effet Kondo remontent aux anne´es 30 [1]. La diffusion des
e´lectrons mobiles dans les me´taux par des impurete´s magne´tiques devient re´sonante a` basse
e´nergie et conduit a` une remonte´e de la re´sistivite´ 1 a` basse tempe´rature [3]. Le terme d’e´change
entre le spin de l’impurete´ et le spin local des e´lectrons de conduction conduit a` des divergences
logarithmiques dans l’amplitude de diffusion [2]. Ces divergences pre´figurent en fait la formation
d’un e´tat corre´le´ a` N corps, le nuage Kondo, dans lequel le spin de l’impurete´ est e´crante´ par le
gaz d’e´lectrons environnant. Le nuage diffuse ensuite tre`s efficacement les autres e´lectrons de
conduction. Longtemps cantonne´e aux me´taux, la physique Kondo a trouve´ un nouveau terrain
d’application dans les boˆıtes quantiques [4] graˆce aux progre`s re´cents dans la microfabrication et
la re´alisation de nanostructures (gaz d’e´lectrons 2D, nanotubes de carbone, nanofils, transport
mole´culaire, nanotubes de carbone, etc). Le confinement des e´lectrons sur de tre`s petites tailles
exacerbe les effets d’interaction coulombienne et conduit a` des e´tats de charge et de spin bien
de´finis. En conse´quence, une boˆıte quantique peut se comporter comme un spin unique, une
impurete´, et induire un effet Kondo en se couplant aux e´lectrons de conduction des e´lectrodes
auxquelles elle est connecte´e. Cet effet Kondo dans les boˆıtes s’observe, dans les expe´riences de
transport me´soscopique, par une remonte´e spectaculaire de la conductance a` basse e´nergie [5,6]
lie´e a` la formation de l’e´tat (nuage) Kondo. L’e´chelle d’e´nergie associe´e au nuage Kondo est
la tempe´rature Kondo TK . Elle est en ge´ne´ral d’autant plus grande que le confinement des
e´lectrons est fort et donc que l’e´nergie de charge (coulombienne) est importante.
L’effet Kondo a e´te´ observe´ dans de tre`s nombreuses nanostructures depuis un peu plus
1. l’explication des remonte´es de re´sistivite´ par l’effet Kondo date toutefois de 1964 [2].
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d’une dizaine d’anne´es. En particulier, les nanotubes de carbone sont des syste`mes avanta-
geux pour cette physique car le confinement des e´lectrons y est assez fort, la taille transverse
e´tant de l’ordre de quelques nanome`tres, ce qui donne des tempe´ratures Kondo atteignant
plusieurs Kelvin [7]. Par ailleurs, leur forme unidimensionnelle facilite la connexion aux e´lec-
trodes me´talliques exte´rieures. Les nanotubes de carbone ont la particularite´ que le transport
des e´lectrons a` leur surface est chiral, selon le sens de rotation des e´lectrons, les deux chemins
e´tant sensiblement e´quivalents. Et en effet on observe, depuis cinq, six ans, une de´ge´ne´rescence
orbitale 2 dans les expe´riences [7–9] sondant l’effet Kondo qui s’ajoute a` la de´ge´ne´rescence de
spin. Les nanotubes offrent donc la possibilite´ excitante d’e´tudier l’e´crantage a` la fois du spin
et d’un degre´ de liberte´ orbital [10, 11] et donc de re´aliser un effet Kondo de syme´trie SU(4).
Cette syme´trie e´tendue requiert toutefois que le degre´ de liberte´ orbital soit conserve´ lors du
passage des e´lectrons entre la boˆıte et les e´lectrodes ce qui n’a a priori rien d’e´vident mais
semble eˆtre le cas expe´rimentalement. Une explication souvent avance´e, mais pas de´montre´e,
tient a` la fac¸on dont le nanotube est connecte´ aux e´lectrodes me´talliques. Le nanotube est pose´
entre deux parties me´talliques - elles-meˆmes relie´es aux e´lectrodes - si bien que les parties du
nanotube touchant le me´tal, et qui posse`dent donc la meˆme structure orbitale que la boˆıte,
jouent le roˆle des re´servoirs. Pre´cisons que l’existence d’une syme´trie orbitale additionnelle, et
donc l’observation d’un effet Kondo SU(4), ne se restreint pas aux nanotubes de carbone et est
aussi envisageable dans d’autres nanostructures. L’effet d’un degre´ de liberte´ orbital a ainsi e´te´
observe´ dans une boˆıte quantique verticale re´alise´e dans une he´te´rostructure [12].
Re´fe´rence : T. Delattre, C. Feuillet-Palma, L. G. Herrmann, P. Morfin, J.-M.
Berroir, G. Fe`ve, B. Plac¸ais, D. C. Glattli, M.-S. Choi, C. Mora, T. Kontos,
Noisy Kondo impurities, Nature Physics 5, 208 (2009).
1.2 Bruit en courant et charges universelles
Revenons au mode`le Kondo historique de syme´trie SU(2) ou` le spin 1/2 d’une impurete´ est
couple´ a` une mer de Fermi d’e´lectrons de spin 1/2. Bien que tridimensionnel en apparence, le
mode`le peut eˆtre re´duit a` une dimension [13], sur un axe semi-infini x > 0, car la diffusion des
e´lectrons est uniquement en onde s. Le champ de´crivant les e´lectrons de conduction a alors deux
composantes, gauche ψL(x) et droite ψR(x), avec la condition aux limites ψL(0) = ψR(0). Le
couplage avec l’impurete´ brise la proprie´te´ d’invariance conforme 3 du mode`le unidimensionnel
des e´lectrons en introduisant l’e´chelle d’e´nergie TK . L’invariance conforme est ne´anmoins res-
taure´e [14, 15] a` basse e´nergie ≪ TK , c’est-a`-dire a` grande distance (au-dela` du nuage Kondo)
et pour des grands temps, lorsque le flot du groupe de renormalisation est comple`tement de´-
veloppe´ et que l’on a atteint le point fixe de couplage fort. Dans ce re´gime, les fonctions de
corre´lation sont reproduites avec des fermions sans interaction auxquels on impose la condition
aux limites modifie´e ψL(0) = −ψR(0). Cette condition correspond a` un de´phasage des e´lectrons
de π/2 en accord avec la re`gle de somme de Friedel [16] pour l’e´crantage d’un spin 1/2, celui
de l’impurete´ en l’occurrence.
On obtient donc a` basse e´nergie un liquide de Fermi local [17] puisque le point de de´part
est un gaz de fermions libres. Les corrections au gaz ide´al lorsqu’on augmente en e´nergie sont
de´crites par des ope´rateurs non pertinents et sont de deux types : (i) des termes de diffusion
2. cette de´ge´ne´rescence orbitale naturelle n’e´tait pas visible dans les premie`res expe´riences Kondo, les tubes
d’alors e´tant encore trop de´sordonne´s.
3. l’invariance conforme inclut, parmi d’autres, l’invariance d’e´chelle.
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e´lastique qui donnent une de´pendance en e´nergie au de´phasage au-dela` de π/2, (ii) des termes
de diffusion ine´lastique correspondant a` des interactions entre e´lectrons localise´es en x = 0. Le
crossover Kondo qui relie les points fixes de haute et de basse e´nergie est universel [18] en ce
sens qu’il ne fait intervenir que la tempe´rature Kondo TK comme e´chelle d’e´nergie. Le rapport
entre les termes e´lastique et ine´lastique est donc universel, c’est-a`-dire dans la pratique un
nombre sans dimension [19]. Le de´phasage subit par les e´lectrons de conduction a` basse e´nergie
est finalement donne´ par
δσ(ε, δnσ′) =
π
2
+
α1
TK
(ε− εF )− φ1
TK
∑
ε′;σ′ 6=σ
δnσ′(ε
′) (1.1)
ou` δnσ′(ε) = nσ(ε) − θ(εF − ε) est la distribution des nombres d’occupation relative a` celle
de l’e´tat fondamental. Dans l’e´quation (1.1), α1 controˆle la diffusion e´lastique, φ1 la diffusion
ine´lastique et α1 = φ1. Un grand avantage de l’approche de liquide de Fermi est qu’elle est aussi
valable pour des situations hors-e´quilibre [20, 21], par exemple en pre´sence d’une diffe´rence de
potentiel source-drain. Ainsi, nσ(ε) dans l’e´quation (1.1) n’est pas force´ment la distribution
de Fermi mais la distribution re´elle des e´lectrons qui de´pend des contraintes exte´rieures et
e´ventuellement du temps. Le liquide de Fermi local permet donc d’obtenir des pre´dictions
exactes pour le mode`le Kondo hors-e´quilibre au voisinage du couplage fort, un proble`me a
priori difficile [22].
Les expe´riences de transport dans les boˆıtes mesurent le courant qui traverse une impurete´
Kondo mais aussi le bruit de ce courant [23, 24]. Or, dans le re´gime de liquide de Fermi a`
basse e´nergie, le transfert de charge implique un me´lange de processus a` un ou deux e´lectrons
controˆle´s par les termes e´lastique et ine´lastique du mode`le. La charge effective correspondante
- de´finie a` partir du facteur de Fano du courant retro-diffuse´ - est 5/3 e pour l’effet Kondo
SU(2) [25], l’universalite´ de ce re´sultat e´tant une conse´quence de l’universalite´ du rapport
entre termes e´lastique et ine´lastique. On obtient donc un nombre, 5/3, correspondant a` une
quantite´ mesurable expe´rimentalement [23] et qui pre´sente l’avantage d’eˆtre universel, c’est-
a`-dire de ne pas de´pendre des de´tails de la boˆıte quantique 4. D’une fac¸on plus ge´ne´rale, la
valeur de la charge effective va de´pendre de la syme´trie de l’effet Kondo et diffe`re entre SU(2)
et SU(4). On peut donc imaginer que sa mesure permet de discriminer les syme´tries du point
fixe de couplage fort. Malgre´ des efforts dans cette direction [23,24], cette charge n’a pas encore
rec¸u de confirmation expe´rimentale claire.
1.3 The´orie ge´ne´rale du liquide de Fermi local pour l’effet Kondo
Afin de de´terminer la charge effective dans le cas SU(4), je me suis inte´resse´ a` l’approche
de liquide de Fermi dans le cas d’une syme´trie e´tendue SU(N). L’approche originelle de No-
zie`res [17], correspondant a` l’e´quation (1.1), est en fait insuffisante dans le cas ge´ne´ral. L’ope´-
rateur dominant de dimension 2 qui perturbe le gaz de fermions libres - correspondant aux
deux derniers termes de l’e´quation (1.1) - est en fait suivi d’un ope´rateur de dimension 3 puis
d’ope´rateurs de dimension > 3 dans l’hamiltonien effectif de basse e´nergie [26]. Or, comme la
contribution au bruit et au courant de l’ope´rateur dominant de dimension 2 s’annule au premier
ordre en perturbation, sa contribution devient du meˆme ordre que celle de l’ope´rateur suivant
de dimension 3, et on doit prendre en compte ces deux ope´rateurs dans la the´orie. Le cas SU(2)
4. nous verrons cependant au 1.4.2 qu’il existe des corrections a` cette universalite´ dues a` l’asyme´trie des
couplages aux deux e´lectrodes.
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e´tudie´ par Nozie`res est particulier : il pre´sente en effet une syme´trie particule-trou qui annule
comple`tement l’ope´rateur de dimension 3.
En ajoutant les termes de dimension 3 au de´phasage (1.1), on obtient le de´veloppement
ge´ne´ral pour SU(N)
δσ(ε, δnσ′) =
mπ
N
+
α1
TK
(ε− εF ) + α2
T 2K
(ε− εF )2 −
∑
σ′ 6=σ
(
φ1
TK
∑
ε′
δnσ′(ε
′)
+
φ2
2T 2K
∑
ε′
(ε+ ε′ − 2εF ) δnσ′(ε′)− χ2
T 2K
∑
σ′′<σ′
σ′′ 6=σ
∑
ε′,ε′′
δnσ′(ε
′)δnσ′′(ε
′′)
)
+O
(
1
T 3K
)
,
(1.2)
avec les coefficients sans dimension α1, α2 pour la partie e´lastique, φ1, φ2 et χ2 pour la partie
ine´lastique.m est le nombre d’e´lectrons formant l’impurete´ 5. Dans le cas SU(2), on ne peut avoir
que m = 1 alors que m = 1, . . . , N −1 dans le cas ge´ne´ral SU(N). Notons que la transformation
m → N − m re´alise la syme´trie particule-trou dans ce mode`le. Les trois premiers termes
e´lastiques de l’expression (1.2) co¨ıncident avec le de´veloppement de la phase pour un niveau
re´sonant de largeur ∼ TK . La re´sonance Kondo est ne´anmoins une re´sonance a` N corps forme´e
par les e´lectrons de conduction et ne´cessitant la pre´sence d’une surface de Fermi bien marque´e.
C’est la raison pour laquelle la phase (1.2) de´pend des nombres d’occupation des e´lectrons
δnσ(ε).
La re´sonance Kondo est ainsi porte´e par la distribution des e´lectrons de conduction : c’est
le principe de flottaison de la re´sonance Kondo sur la mer de Fermi 6. Par conse´quent, de´caler
de δε la distribution e´lectronique de´cale aussi de δε la position de la re´sonance. On peut aussi
remarquer que la phase (1.2) doit de´pendre uniquement des distributions re´elles des e´lectrons
et non de la position de re´fe´rence du niveau de Fermi εF . En imple´mentant l’inde´pendance de
l’e´quation (1.2) par rapport a` εF , on obtient les relations
α1 = (N − 1)φ1, (1.3a)
α2 =
N − 1
4
φ2, φ2 = (N − 2)χ2. (1.3b)
qui ge´ne´ralisent le re´sultat α1 = φ1 de SU(2).
Il est particulie`rement inte´ressant de constater que l’on peut rede´river les relations (1.3) en
suivant une approche de the´orie conforme. Aﬄeck et Ludwig [13,14] ont les premiers remarque´
que les termes en α1 et φ1 dans la phase (1.2) sont en fait issus d’un unique ope´rateur de
dimension 2, J(0) · J(0), ou` J(0) est l’ope´rateur courant de spin du gaz 1D pris en x = 0.
Nous avons montre´ que la meˆme re´duction s’applique aux termes de dimension 3 en α2, φ2
et χ2, qui proviennent d’un unique ope´rateur dABCJ
A(0)JB(0)JC(0) ou` dABC est un tenseur
syme´trique apparaissant dans les produits des ge´ne´rateurs de l’alge`bre SU(N). Cet ope´rateur
reprend en fait la forme de l’ope´rateur Casimir cubique [27] de l’alge`bre SU(N) de la meˆme
fac¸on que J(0) · J(0) reprenait la forme du Casimir d’ordre deux. Les relations (1.3) sont donc
une conse´quence directe de la proprie´te´ de se´paration spin-charge du mode`le Kondo.
Les relations (1.3) sont ne´anmoins insuffisantes pour reproduire l’universalite´ du crossover
Kondo car les constantes α1 et α2 restent inde´pendantes. Fort heureusement, l’e´nergie libre
du mode`le Kondo SU(N) a e´te´ obtenue sous la forme d’un de´veloppement en puissances de la
5. ou le nombre de boˆıtes dans la repre´sentation colonne de SU(N).
6. comme un bateau a` quai suit le niveau de la mer qui le porte.
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tempe´rature et du champ magne´tique par une me´thode d’ansatz de Bethe [28]. On peut donc,
en calculant l’e´nergie libre a` partir de l’e´quation (1.2), comparer avec le re´sultat de l’ansatz de
Bethe afin d’obtenir le rapport universel
α2
α21
=
N − 2
N − 1
Γ(1/N)√
πΓ
(
1
2 +
1
N
) tan(π/N)
tan(mπ/N)
(1.4)
qui nous manquait. En rede´finissant TK de telle sorte que α1 = 1, on obtient a` partir des
relations (1.3) et (1.4) un mode`le de basse e´nergie universel, c’est-a`-dire dont les pre´dictions
ne vont de´pendre que de la tempe´rature Kondo TK . Dans le cas syme´trique particule-trou,
m = N/2, comme c’est le cas pour SU(2), la relation (1.4) donne α2 = 0 et donc φ2 = χ2 = 0
d’apre`s les formules (1.3b). Cela correspond a` une re´sonance Kondo centre´e au niveau de Fermi.
Pour finir nous avons calcule´, a` partir de notre mode`le de liquide de Fermi, le rapport de
Lorentz 7 et compare´ le re´sultat avec l’approche a` N grand de Read et Newns [29]. Les re´sultats
co¨ıncident exactement dans la limite N ≫ 1.
Re´fe´rence : Christophe Mora, Fermi-liquid theory for SU(N) Kondo model, Phys. Rev. B
80, 125304 (2009).
1.4 Calculs du courant et du bruit a` basse e´nergie
En prenant comme point de de´part la the´orie de liquide de Fermi discute´e au 1.3, nous
avons calcule´ le courant et le bruit en courant a` travers une impurete´ Kondo SU(N) dans la
limite de basse e´nergie. Ce travail a e´te´ re´alise´ dans le cadre d’une collaboration re´unissant N.
Regnault, X. Leyronas, A. Clerk, K. Le Hur et P. Vitushinsky et moi-meˆme. Les termes e´las-
tiques de l’e´quation (1.2) peuvent eˆtre pris en compte par une simple approche de diffusion de
type Landauer-Bu¨ttiker. Dans ce cas, on de´veloppe le mode`le sur les ope´rateurs correspondant
aux e´tats propres de diffusion a` un corps. Les interactions sont plus difficiles a` traiter car le
proble`me est hors-e´quilibre (stationnaire pour eˆtre plus pre´cis), les distributions de Fermi des
deux e´lectrodes n’e´tant pas e´quilibre´es aux meˆmes potentiels chimiques. On a donc utilise´ un
de´veloppement diagrammatique dans le formalisme de Keldysh, adapte´ aux situations hors-
e´quilibre, afin d’inclure les termes ine´lastiques d’interaction entre e´lectrons. Nos re´sultats sont
de´taille´s ci-dessous.
Re´fe´rences : C. Mora, X. Leyronas, N. Regnault, Current noise through a Kondo quan-
tum dot in a SU(N) Fermi liquid state, Phys. Rev. Lett. 100, 036604 (2008).
C. Mora, P. Vitushinsky, X. Leyronas, A. A. Clerk, K. Le Hur, Theory of nonequi-
librium transport in the SU(N) Kondo regime, Phys. Rev. B 80, 155322 (2009).
1.4.1 Charge effective
Nous allons commencer par expliquer la fac¸on dont on de´finit une charge effective e∗ dans
ce proble`me [25]. Pre´cisons que celle-ci n’a rien a` voir avec une charge fractionnaire. Une charge
fractionnaire est la charge d’une excitation e´le´mentaire tandis que notre charge effective provient
d’une moyenne sur des processus inde´pendants impliquant un ou deux e´lectrons. Si les deux
7. le rapport de Lorentz est le rapport entre la conductivite´ thermique et la conductivite´ e´lectrique divise´
par la tempe´rature.
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notions peuvent conduire au meˆme rapport bruit sur courant, la diffe´rence devient explicite
lorsqu’on calcule la statistique comple`te du transfert de charge [30]. La the´orie de liquide de
Fermi construite au 1.3 conduit naturellement a` un de´veloppement du courant et du bruit en
puissances de la polarisation e´lectrique V , avec des termes dominants en V , dit line´aires, et des
corrections non-line´aires en V 3, V/TK e´tant le petit parame`tre de ce de´veloppement.
La partie line´aire du courant (et du bruit) est e´lastique, controˆle´e par le de´phasage au point
fixe δ0 = mπ/N , le premier terme dans le de´veloppement (1.2). La statistique qui en re´sulte est
binomiale, comme pour un diffuseur cohe´rent, avec une transmission T0 = sin
2 δ0 et un bruit
purement de partition ∼ T0(1− T0). Il est important d’avoir a` l’esprit que cette partie line´aire
du signal domine les comportements du courant et du bruit. La charge effective e∗ est de´finie
en prenant le rapport des corrections non-line´aires ∼ V 3 du bruit et du courant. Par simple
analyse dimensionnelle, on constate que la charge e∗ ne de´pend ni de V , ni de TK : ramene´e a` la
charge de l’e´lectron, c’est un nombre sans dimension et universel. Le cas SU(2) est particulier
car on a alors T0 = 1
8 et la partie line´aire du bruit s’annule. En remplac¸ant le courant par
le courant retro-diffuse´, correspondant a` soustraire le courant maximum pouvant traverser la
boˆıte quantique, on supprime comple`tement les parties line´aires et le rapport bruit sur courant
donne directement la charge e∗ dans la limite V → 0. Le calcul complet donne finalement le
facteur de Fano effectif
F =
1
2e
δS
δI
=
1 + sin2(2δ0) +
9−13 sin2(2δ0)
N−1 − α2α2
1
sin 4δ0
N+4
N−1 cos 2δ0 − 2α2α2
1
sin 2δ0
, (1.5)
ou` δI et δV de´signent les corrections non-line´aires ∼ V 3 au courant et au bruit. F 6= 1 indique
que le processus de transfert des charges n’est pas poissonien. Cela est duˆ bien suˆr aux inter-
actions qui introduisent des transferts d’e´lectrons par deux mais aussi au bruit de partition
cohe´rent associe´ a` la diffusion e´lastique a` un e´lectron. Pour SU(2), on obtient F = −5/3 ce
qui donne la charge e∗ = 5/3 e, et pour SU(4), F = −α21/3α2 ≃ −0.300 et e∗ = 0.300 e. Plus
ge´ne´ralement, le tableau 1.1 donne F pour diffe´rentes valeurs de N et m.
N
m 2 3 4 5 6 7 8 9
1 -5/3 -0.672 -0.300 -0.156 0.003 0.156 0.287 0.393
2 -0.672 -3/2 -1.256 -1.031 -0.855 -0.679 -0.503
3 -0.300 -1.256 -7/5 -1.326 -1.254 -1.173
4 -0.156 -1.031 -1.326 -4/3 -1.313
Table 1.1: Facteur de Fano non-line´aire F , Eq. (1.5), pour diffe´rentes valeurs de N et m.
1.4.2 Corrections en tempe´rature et asyme´trie
Notre de´finition de la charge effective du 1.4.1 suppose bien suˆr un syste`me ide´al, c’est-
a`-dire a` tempe´rature nulle et dont le couplage aux e´lectrodes drain et source est exactement
syme´trique. Nous avons donc e´tudie´ les e´carts a` cette ide´alite´ en prenant en compte les effets
de la tempe´rature et l’asyme´trie du couplage aux e´lectrodes.
8. c’est aussi le cas plus ge´ne´ralement lorsque m = N/2, c’est-a`-dire dans le cas syme´trique particule-trou.
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Conside´rons tout d’abord le cas ge´ne´ral asyme´trique a` tempe´rature nulle. Dans le cas SU(2),
le re´sultat pour le facteur de Fano effectif (1.5) est simplement
F = −5
3
+
8
3
C2, (1.6)
ou` C = (t2s − t2d)/(t2s + t2d) mesure le degre´ d’asyme´trie du couplage, avec C = 0 dans le cas
syme´trique et C → 1 dans le cas maximalement asyme´trique. La formule (1.6) interpole entre
la charge effective −5/3 du 1.4.1 dans le cas syme´trique C = 0 et le re´sultat F = 1 pour
C = 1. La limite C = 1 correspond de fait a` un re´gime tunnel incohe´rent ou` le saut d’un
e´lectron depuis l’e´lectrode la plus faiblement couple´e vers la boˆıte est le processus limitant le
transport e´lectronique. Il est donc normal de trouver dans ce re´gime F = 1 correspondant
a` une statistique de transfert de charge poissonienne. On retrouve aussi cette limite, F = 1
pour C = 1, dans le cas ge´ne´ral SU(N), ordre par ordre dans le de´veloppement du bruit et du
courant en puissances de V . Le cas SU(4) est plus complique´ car la pre´sence d’une asyme´trie
fait apparaˆıtre des termes en V 2 dans le courant et dans le bruit. Toutefois, si on restreint
la de´finition du facteur de Fano (1.6) aux seuls termes en V 3, on obtient le de´veloppement
F ≃ −0.300 (1−8.33C2) pour C ≪ 1, qui indique une correction importante due a` l’asyme´trie.
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Figure 1.1: Facteur de Fano ge´ne´ralise´ (1.7) en fonction du rapport eV/T pour les cas SU(2) et SU(4).
On peut aussi e´tudier le cas de couplage syme´trique aux e´lectrodes mais a` tempe´rature
finie T 6= 0. L’approche de liquide de Fermi requiert ne´anmoins de rester dans le re´gime de
suffisamment basse tempe´rature T ≪ TK . Dans ce cas, on peut e´tendre la de´finition du facteur
de Fano de la fac¸on suivante
F (eV/T ) ≡ 1
2e
S(V, T )− S0(V, T )− 4T ∂δI∂V (V, T )
δI(V, T )
, (1.7)
avec δI(V, T ) = I(V, T )−I0(V ). S0(V, T ) et I0(V ) sont les bruit et courant obtenus au point fixe
de couplage fort, c’est-a`-dire en oubliant les corrections de liquide de Fermi 9. La de´finition (1.7)
implique pour le facteur de Fano effectif F une fonction universelle du rapport eV/T tant que
eV, T ≪ TK . Le re´sultat pour les syme´tries SU(2) et SU(4) est repre´sente´ figure 1.1 ou` l’on
constate que les corrections en tempe´rature aux pre´dictions ide´ales sont tre`s importantes et
devront eˆtre prises en compte dans les re´alisations expe´rimentales.
9. S0(V, T ) et I0(V ) sont donne´s par les formules de Landauer-Bu¨ttiker avec la transmission T0 = sin
2 δ0.
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Chapitre 2
Circuit RC quantique
Communiquer et interagir avec les e´lectrons dans un langage qui leur parle. Les traiter
individuellement plutoˆt que collectivement. S’inte´resser, finalement, aux vrais proble`mes qui
les concernent. C’est un programme qu’il n’est pas incohe´rent de juger dispendieux et quelque
peu irre´aliste lorsqu’on est au fait des contraintes actuelles. C’est celui des physiciens qui
sondent le transport e´lectronique dans la gamme des hyperfre´quences.
2.1 Contexte
La tre`s grande majorite´ des expe´riences de transport dans des structures me´soscopiques
ou nanoscopiques est re´alise´e a` basse fre´quence afin de faciliter l’adaptation du syste`me aux
circuits macroscopiques externes. En ge´ne´ral, ces expe´riences perturbent de fac¸on adiabatique
le syste`me et sondent la charge moyenne qui le traverse. Elles ne sont donc pas directement sen-
sibles a` la dynamique des e´lectrons dont l’observation ne´cessite des fre´quences plus e´leve´es [1].
Pour donner un ordre de grandeur, on imagine des e´lectrons se de´plac¸ant a` la vitesse de Fermi
∼ 105m.s−1 dans une boˆıte quantique dont la taille est de l’ordre de quelques dizaines de
microme`tres. Les fre´quences typiques ne´cessaires pour observer la dynamique de ces e´lectrons
sont donc au-dessus du GHz 1 dans le domaine des hyperfre´quences (ou micro-ondes). Avec des
longueurs d’onde typiques centime´triques, l’aspect propagatif des signaux hyperfre´quences les
rend tre`s sensibles aux de´fauts et aux couplages capacitifs ce qui pre´sente un de´fi expe´rimental
pour controˆler, acheminer et mesurer ces signaux.
Malgre´ ces difficulte´s, de nombreuses expe´riences se sont de´veloppe´es ces dernie`res anne´es
sondant le transport a` fre´quence finie et la dynamique des e´lectrons. Certaines ont par exemple
mis en e´vidence les processus non-line´aires du transport photo-assiste´ [3–5] ou`, soit l’absorption,
soit l’e´mission d’un photon se combine avec le passage d’un e´lectron d’une e´lectrode a` l’autre.
Dans le re´gime quantique (~ω ≫ kBT ), la mesure du bruit a` fre´quence finie [6] correspond
a` un e´change de photons d’e´nergie ~ω entre la source et le de´tecteur [2]. Les expe´riences
permettant d’observer ces photons se sont de´veloppe´es essentiellement suivant deux directions.
Une premie`re technique consiste a` placer un de´tecteur quantique nanoscopique in situ [7–12],
comme une jonction tunnel SIS ou une boˆıte quantique, qui va absorber les photons e´mis
par la source dans une certaine gamme de fre´quences. D’autres expe´riences [13–16] mesurent
directement le bruit en courant du conducteur quantique dans la gamme des hyperfre´quences.
1. aux tempe´ratures cryoge´niques, les fre´quences supe´rieures au GHz permettent aussi d’explorer le re´gime
quantique ~ω ≫ kBT ou` les fluctuations de point ze´ro dominent les fluctuations thermiques [2].
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Ne´anmoins, pour eˆtre mesurable, le signal issu du conducteur quantique doit passer par une
chaˆıne d’amplificateurs cryoge´niques bas-bruit.
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Figure 2.1: Gauche : repre´sentation sche´matique de la capacite´ quantique du LPA. Les e´lectrons cir-
culent le long de l’e´tat de bord repre´sente´ en rouge. La partie gauche est relie´e a` un re´servoir me´tallique
et est se´pare´e de la partie droite, la boˆıte quantique, par un point de contact quantique. La boˆıte quan-
tique est couple´e capacitivement a` une grille me´tallique. Droite : vue d’artiste (due a` D. Darson) du
meˆme montage expe´rimental. La grille me´tallique est relie´e au potentiel Vg et les e´lectrodes du point de
contact quantique au potentiel VP permettant de controˆler son ouverture.
Le groupe de physique me´soscopique du Laboratoire Pierre Aigrain (LPA) a mis au point
une expe´rience [17] qui permet de manipuler les e´lectrons de fac¸on plus controˆle´e. Le principe
de la capacite´ quantique est le suivant : l’e´tat de bord d’un gaz d’e´lectrons 2D, repre´sente´
figure 2.1, forme localement une boucle de taille microme´trique qui joue le roˆle de boˆıte quan-
tique. La constriction a` l’entre´e de la boucle de´finit un point de contact quantique (QPC) qui
couple de manie`re controˆle´e la boˆıte et le re´servoir forme´ par le reste de l’e´tat de bord. Une
grille me´tallique, de´pose´e au-dessus de la boˆıte quantique et relie´e a` une source de tension Vg,
comple`te le dispositif et permet de controˆler e´lectrostatiquement la charge dans la boˆıte. Avec
le point de contact quantique comme e´le´ment re´sistif et le couple boˆıte quantique et grille for-
mant les armatures d’un condensateur, ce circuit microscopique peut se voir comme l’e´quivalent
quantique du circuit classique RC en se´rie. En faisant varier la tension de grille Vg, on peut
charger ou de´charger la capacite´ quantique dans le re´servoir (ici le reste de l’e´tat de bord).
Les premie`res mesures [17] ont e´te´ re´alise´es dans le re´gime AC line´aire ou` la charge de la boˆıte
varie de fac¸on infinite´simale. On mesure alors l’admittance du circuit RC et c’est la situation
qui sera discute´e dans ce chapitre. L’expe´rience s’est ensuite tourne´e [18, 19] vers le re´gime
non-line´aire en de´montrant l’injection d’un e´lectron unique 2 dans la mer de Fermi du re´servoir.
Cette expe´rience remarquable ouvre la voie a` l’e´tude d’une optique quantique e´lectronique [20].
Tre`s re´cemment, une me´thode alternative permettant de mesurer l’admittance d’une boˆıte
quantique a e´te´ de´veloppe´e dans plusieurs expe´riences [21,22], dont une au LPA dans le groupe
anime´ par T. Kontos (voir re´fe´rence plus bas). L’ide´e est de coupler la boˆıte quantique a` un
re´sonateur micro-onde qu’on va exciter au voisinage de sa fre´quence propre. Contrairement
aux expe´riences pre´cite´es dans ce chapitre, la mesure ne s’applique donc pas au transport des
e´lectrons (courant ou bruit) mais aux photons qui excitent la boˆıte quantique via le re´sonateur.
Le re´sonateur peut eˆtre fabrique´ a` l’aide de composants discrets inse´re´s sur le porte-e´chantillon,
auquel cas on effectue des mesures de re´flectome´trie radio-fre´quence avec des fre´quences propres
quelque peu infe´rieures au GHz. Des fre´quences plus e´leve´es, de l’ordre de plusieurs GHz, sont
2. en re´alite´ une paire e´lectron-trou par pe´riode d’excitation.
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obtenues lorsqu’une cavite´ micro-onde supraconductrice est utilise´e. La boˆıte quantique est
inse´re´e dans la cavite´ et se couple capacitivement au champ e´lectromagne´tique y re´gnant 3.
On re´alise dans ce cas des mesures de transmission entre les deux ports de la cavite´. La boˆıte
quantique (ou plus ge´ne´ralement le conducteur quantique) peut eˆtre de´crite par un circuit e´qui-
valent dont l’effet est de de´caler les fre´quences propres du re´sonateur et d’e´largir les re´sonances
correspondantes. La mesure de ces de´calages permet finalement de remonter a` l’admittance du
syste`me.
Re´fe´rence :M.R. Delbecq, V. Schmitt, F.D. Parmentier, N. Roch, J.J. Viennot, G.
Fe`ve, B. Huard, C. Mora, A. Cottet & T. Kontos, Coupling a quantum dot, fermionic
leads and a microwave cavity on-chip, arXiv :1108.4371.
2.2 Circuit RC cohe´rent
A` basse tempe´rature, la longueur de cohe´rence des e´lectrons exce`de la taille de la boˆıte
quantique. Dans ce re´gime cohe´rent, la re´ponse du circuit RC quantique et celle d’un circuit
RC classique ne co¨ıncident pas sur toute la gamme des fre´quences ce qui empeˆche la description
du RC quantique par un circuit e´quivalent. Toutefois, le de´veloppement a` basse fre´quence de
l’admittance d’un circuit RC classique
Y (ω) =
I(ω)
Vg(ω)
= −iωC0 + ω2C20 Rq +O(ω3) (2.1)
permet, par identification avec le meˆme de´veloppement dans le cas quantique, de de´finir une
capacite´ quantique C0 et une re´sistance Rq appele´e re´sistance de relaxation de charge. Cette
identification et le circuit e´quivalent en re´sultant ne sont alors valables que tant que ωRqC0 ≪ 1.
Remarquons que Y (0) = 0 car les deux branches de l’e´tat de bord (cf. figure 2.1) sont relie´es
au meˆme re´servoir me´tallique. Un courant I(t) 6= 0 induit donc une accumulation de charge
dans la boˆıte ce qui exclut l’existence d’un courant moyen non nul.
Un re´sultat remarquable, pre´dit par Bu¨ttiker et al [23, 24] et observe´ au LPA [17], est que
la re´sistance de relaxation de charge est universelle a` tempe´rature nulle, Rq = h/2e
2, et ne
de´pend donc pas de la transmission du QPC. Elle diffe`re donc essentiellement de la re´sistance
que l’on mesurerait pour le meˆme point de contact quantique en re´gime DC. Physiquement,
les e´lectrons se propagent dans la boˆıte puis ressortent de fac¸on cohe´rente dans le re´gime AC
ce qui n’est pas le cas dans le re´gime DC ou` les e´lectrons entrant et sortant de la boˆıte ne sont
pas corre´le´s en phase.
Les e´lectrons cohe´rents sont de´crits par des fonctions d’onde de´localise´es se propageant a`
travers la boˆıte quantique ou` les diffe´rents chemins, correspondant a` une ou plusieurs re´flexions
a` l’entre´e du QPC, interfe`rent en ajoutant leurs amplitudes. En l’absence d’interactions, la
situation est en fait tre`s semblable a` l’optique ondulatoire : les e´lectrons ressemblent a` des
photons qui traverseraient un milieu dispersif. Ainsi le de´phasage Φ(ε − εd) accumule´ apre`s
passage par la boˆıte de´pend de l’e´nergie (εd = −eVg)
eiΦ(ε) =
r − ei2piε/∆
1− rei2piε/∆ (2.2)
ou` r est le coefficient de re´flexion du QPC, ∆ l’e´cart entre niveaux de la boˆıte, 2πε/∆ la phase
accumule´e apre`s un seul tour dans la boˆıte. En pre´sence d’une excitation AC sur la tension de
3. cela correspondrait, pour l’expe´rience de la capacite´ quantique du LPA, a` relier la grille de potentiel Vg au
guide d’onde coplanaire.
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grille Vg(t), on obtient, a` partir de la the´orie de diffusion a` la Landauer-Bu¨ttiker, le re´sultat
suivant a` basse fre´quence [25]
I(t) =
e2
h
[Vg(t)− Vg(t− τ)] (2.3)
pour le courant total en direction du re´servoir, ou` τ est le retard en temps de Wigner-Smith
τ = ~
dΦ(ε− εd)
dε
, (2.4)
e´value´ au niveau de Fermi. Le re´sultat (2.3) s’interpre`te comme la somme de deux courants
de conductance parfaite e2/h : le courant de l’e´tat de bord quittant la boˆıte et le courant de
celui y entrant. La diffe´rence entre ces deux courants s’explique par le caracte`re dispersif du
transport a` travers la boˆıte. Excite´s par une tension AC, des e´lectrons arrivant sur la boˆıte a`
des instants diffe´rents ont une e´nergie diffe´rente, subissent un de´phasage (2.2) diffe´rent, et ne
sont donc pas ralentis de la meˆme fac¸on. Il en re´sulte une accumulation dynamique de charge
dans la boˆıte et donc un courant AC vers le re´servoir.
Le passage en Fourier de l’e´quation (2.3) a` basse fre´quence donne, apre`s comparaison avec
la de´finition (2.1)
Rq =
h
2e2
, C0 =
e2
h
τ, (2.5)
donc τ = 2RC s’interpre`te aussi comme le temps RC du circuit, c’est-a`-dire le temps moyen
de re´sidence d’un e´lectron dans la boˆıte. On montre ainsi que le re´gime cohe´rent donne une
re´sistance Rq quantifie´e universelle. Seule la capacite´ quantique C0 de´pend de la transmission
du QPC et des de´tails de la boˆıte, comme l’e´cart moyen entre niveaux ∆, re´alisant ainsi une
spectroscopie de celle-ci.
Re´fe´rence : A. Cottet, C. Mora, T. Kontos,Mesoscopic admittance of a double quantum
dot, Phys. Rev. B 83, 121311(R) (2011).
2.3 Re´sistances universelles du circuit RC quantique
Avec K. Le Hur, nous nous sommes inte´resse´s au circuit RC quantique en pre´sence d’inter-
actions coulombiennes dans la boˆıte. Nous avons montre´ que l’universalite´ de la re´sistance de
relaxation de charge, Rq = h/2e
2, survit aux interactions meˆme dans le re´gime de blocage de
Coulomb. Ce re´sultat a e´te´ obtenu inde´pendamment par Hamamoto et al. [26] par des calculs
analytiques similaires aux noˆtres dans le cas d’une transmission presque parfaite et par des
calculs Monte-Carlo a` toute transmission. Par ailleurs, dans le cas ou` la boˆıte quantique est
grande et posse`de un spectre continu, nous avons identifie´ une nouvelle re´sistance de relaxation
de charge universelle, Rq = h/e
2, qui ne de´pend ni des interactions dans la boˆıte, ni de la trans-
mission entre la boˆıte et le re´servoir unidimensionnel. La transition entre les deux re´sistances
a lieu lorsque la fre´quence d’excitation ~ω devient de l’ordre de l’espacement entre niveaux ∆
de la boˆıte.
2.3.1 Approche de liquide de Fermi
Dans une boˆıte quantique ou` les e´lectrons sont confine´s, les interactions coulombiennes sont
souvent exacerbe´es et importantes. Le couˆt e´nerge´tique pour ajouter un e´lectron supple´mentaire
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a alors tendance a` bloquer le transport entre la boˆıte et son re´servoir, c’est le phe´nome`ne de
blocage de Coulomb. On peut donc le´gitimement se demander si cette inhibition du transport
de charge n’affecte pas la re´sistance AC. Nous allons voir que c¸a n’est pas le cas.
Les interactions rendent le proble`me plus complique´ car les e´lectrons ne sont plus inde´-
pendants et l’analogie du 2.2 avec les photons ne s’applique plus. On peut toujours traiter le
proble`me perturbativement dans l’interaction [27] ou perturbativement dans la transmission
(faible ou forte) comme nous le verrons au 2.3.2. Toutefois, si les interactions induisent des
corre´lations entre e´lectrons aux temps interme´diaires, le proble`me se simplifie aux temps longs
ou a` basse fre´quence [28], en analogie avec le re´gime de basse e´nergie du mode`le Kondo dis-
cute´ au 1.2. Le mode`le effectif est un liquide de Fermi [29] : les e´lectrons sont inde´pendants
et acquie`rent, apre`s leur diffusion par la boˆıte, un de´phasage δ relie´ par la re`gle de somme de
Friedel a` l’occupation de la boˆıte δ/π = 〈nˆ〉. De fac¸on surprenante, on retrouve ici la description
cohe´rente du 2.2 avec l’identification 2δ(εd) = Φ(−εd) et les re´sultats (2.5), en particulier la
charge universelle Rq = h/2e
2 et, en exprimant τ en fonction de δ graˆce a` (2.4),
C0 = −e2 ∂〈nˆ〉
∂εd
= e2χc, (2.6)
ou` χc est la susceptibilite´ de charge statique de la boˆıte. Nous avons donc montre´ que la
re´sistance de charge universelle est une conse´quence directe du point fixe liquide de Fermi de
basse e´nergie.
Un calcul alternatif permet de retrouver Rq = h/2e
2 a` partir du mode`le de basse e´nergie.
En pre´sence d’une excitation AC de faible amplitude, εd = ε
0
d+ εω cosωt, la puissance dissipe´e
est donne´e par la the´orie de la re´ponse line´aire
P = 1
2
ε2ω ω Imχc(ω), (2.7)
ou` χc(ω) est la susceptibilite´ de charge dynamique. On a suppose´ ici un terme εd nˆ dans
l’hamiltonien initial. Par ailleurs, l’hamiltonien de basse e´nergie prend la forme suivante
H =
∑
k
εkc
†
kck −
∑
k,k′
tan
(
δ(εd)
πν0
)
c†kck′ , (2.8)
correspondant a` un terme potentiel diffusant (phase δ(εd)) des e´lectrons libres (ν0 est la densite´
d’e´tat au niveau de Fermi). En pre´sence de l’excitation εd = ε
0
d + εω cosωt, avec εω, ω → 0,
on de´veloppe le terme potentiel au premier ordre εω. Apre`s un changement de base absorbant
l’ordre ze´ro, on obtient
H =
∑
k
εk c˜
†
kσ c˜kσ + εω cosωt
χc
ν0
∑
k,k′
c˜†k c˜k′ , (2.9)
ou` la susceptibilite´ de charge statique χc est introduit apre`s de´rivation de la re`gle de somme
de Friedel par rapport a` εd. L’hamiltonien (2.9) constitue un point de de´part alternatif pour
calculer la puissance dissipe´e en re´ponse line´aire avec le re´sultat
P = 1
2
ε2ω ω ImχAˆ(ω), (2.10)
ou` χAˆ(t − t′) = iθ(t − t′)〈[Aˆ(t), Aˆ(t′)]〉 et l’ope´rateur Aˆ = (χc/ν0)
∑
k,k′ c˜
†
k c˜k′ cre´e des excita-
tions e´lectron-trou. Un calcul simple [30] donne a` tempe´rature nulle ImχAˆ(ω) = πχ
2
cω et, en
identifiant les puissances (2.7) et (2.10), la formule de Korringa-Shiba (pour ω → 0)
Imχc(ω) = πωχ
2
c . (2.11)
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La forme de l’ope´rateur Aˆ e´claire sur l’origine physique de la dissipation, provoque´e ici par
des excitations particule-trou d’amplitude χc. En remarquant que I(ω) = −iωe2χc(ω)Vg(ω),
on obtient par comparaison avec le de´veloppement (2.1) l’e´quivalence entre Korringa-Shiba et
Rq = h/2e
2.
Qu’en est-il du cas de la grande boˆıte dont le spectre est dense ? Nous venons de voir que
la dissipation pour une petite boˆıte provient des e´tats continus du re´servoir et non des e´tats
discrets de la boˆıte. La grande boˆıte offre donc un canal supple´mentaire pour la dissipation qui
peut avoir lieu a` la fois dans le re´servoir et dans la boˆıte. Par ailleurs, le cas de la grande boˆıte
pre´sente une syme´trie entre le re´servoir et la boˆıte. La charge totale du syste`me commute avec
l’hamiltonien 4 : ainsi, pour 〈nˆ〉 e´lectrons dans la boˆıte, on a −〈nˆ〉 e´lectrons dans le re´servoir
et la re`gle de somme de Friedel pre´dit un de´phasage δ = π〈nˆ〉 (resp. −δ) pour les e´lectrons
du re´servoir (resp. de la boˆıte) a` l’e´nergie de Fermi. On obtient finalement a` basse e´nergie
deux liquides de Fermi de´couple´s 5 caracte´rise´s par des de´phasages oppose´s. En reprenant le
raisonnement ci-dessus sur la puissance dissipe´e, on trouve une nouvelle formule de Korringa-
Shiba
Imχc(ω) = 2πωχ
2
c . (2.12)
correspondant a` la re´sistance de relaxation de charge universelle Rq = h/e
2. Le facteur 2
par rapport a` la petite boˆıte re´sulte du doublement des canaux de dissipation conjugue´ a`
l’e´quivalence entre boˆıte et re´servoir.
2.3.2 Approches perturbatives a` faibles et fortes transmissions
Nous avons ve´rifie´ les pre´dictions du 2.3.1 par des calculs explicites a` faible transmission et
forte transmission (ou faible re´flexion).
Pour le cas des faibles transmissions, on utilise un mode`le tunnel introduit par Matveev et
Glazman [31] d’hamiltonien
H =
∑
p
εp c
†
pcp +
∑
k
εk d
†
kdk + Ec(nˆ−N0)2 + t
∑
k,p
(
d†kcp + c
†
pdk
)
, (2.13)
comprenant une e´nergie de charge Ec = e
2/(2Cg) et un terme de saut t entre le re´servoir
(ope´rateurs cp) et la boˆıte (ope´rateurs dk). N0 = CgVg/e est la charge impose´e par la grille. Le
calcul perturbatif a` l’ordre deux donne la susceptibilite´ de charge statique e2χc = DCg/(1/4−
N20 ), ou` D = t
2ν0ν1 de´pend des densite´s d’e´tats ν0 et ν1 du re´servoir et de la boˆıte, et une
partie imaginaire nulle pour la susceptibilite´ dynamique de charge a` basse fre´quence due au
gap d’e´nergie pour ajouter ou enlever un e´lectron dans la boˆıte.
Le calcul perturbatif pousse´ a` l’ordre quatre fait intervenir des excitations non gappe´es
qui donnent une contribution non nulle a` basse fre´quence a` Imχc. On obtient finalement les
formules de Korringa-Shiba (2.11) et (2.12) selon la taille de la boˆıte et donc les re´sistances
universelles Rq = h/2e
2, h/e2. Dans ce calcul, on constate explicitement le doublement de la
re´sistance lorsque le spectre de la boˆıte devient continu.
Pre´cisons que, meˆme lorsque le terme de saut t est petit, le calcul perturbatif n’est plus
valable a` proximite´ de la de´ge´ne´rescence de charge correspondant a` N0 = 1/2
6 et un calcul
4. on fixe la charge totale a` ze´ro par convention.
5. la conservation de l’e´nergie sur des temps tre`s longs (basse fre´quence) impose qu’un e´lectron incident soit
entie`rement re´fle´chi a` l’interface entre la boˆıte et le re´servoir pour ne pas payer d’e´nergie de charge.
6. en particulier, la formule obtenue perturbativement pour la susceptibilite´ de charge statique diverge en
N0 = 1/2.
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non-pertubatif devient ne´cessaire. Il existe ne´anmoins un mapping [31] autour de N0 = 1/2
entre le mode`le (2.13) et l’hamiltonien d’e´change anisotrope de l’effet Kondo. Le mapping relie
la charge du mode`le initial au spin du mode`le fictif et permet, a` partir de la formule de Korringa-
Shiba sur la susceptibilite´ de spin du mode`le Kondo, de montrer que le domaine de validite´ de
la formule (2.12) s’e´tend au voisinage du point de de´ge´ne´rescence de charge N0 = 1/2.
A` faible re´flexion, on de´crit le syste`me incluant le re´servoir et la boˆıte par un gaz d’e´lectrons
unidimensionnel auquel s’ajoute un terme de re´tro-diffusion local a` l’interface entre le re´servoir
et la boˆıte dont l’amplitude est petite. La bosonisation du gaz unidimensionnel permet de
prendre en compte les interactions de fac¸on exacte [32], le prix a` payer e´tant que le terme de
re´tro-diffusion devient non-line´raire (sinuso¨ıdal) et est donc traite´ perturbativement. Dans le
cas d’une grande boˆıte, l’action de´crivant le syste`me s’e´crit
S =
1
π
∑
n
φ0(ωn)φ0(−ωn)
(
|ωn|+ Ec
π
)
− vF r
πa
∫ β
0
dτ cos [2φ0(τ) + 2πN0] , (2.14)
ou` l’on a inte´gre´ exactement les variables du gaz d’e´lectrons 1D en ne conservant que l’ope´rateur
de´crivant la charge nˆ = N0 + φ0/π. r de´signe ici le petit parame`tre sans dimension controˆlant
la re´tro-diffusion a` l’interface entre la boˆıte et le re´servoir. L’action (2.14) pour r = 0 est
quadratique et donne directement les re´sultats
C0 = Cg, Rq =
h
e2
. (2.15)
En pre´sence d’une faible re´tro-diffusion r ≪ 1, un calcul perturbatif au second ordre en r donne
a` nouveau Rq = h/e
2, ce qui signifie que les corrections en r et r2 s’annulent exactement. La
re´sistance est donc inchange´e, en accord avec notre discussion du 2.3.1. Le terme de capacite´
acquiert quant a` lui des oscillations
C0
Cg
= 1− re
C
π
2π cos(2πN0) + 1.86
(
reC
π
)2
4π cos(4πN0), (2.16)
marquant les premiers effets de la quantification de la charge 7.
Un calcul tre`s similaire peut eˆtre conduit dans le cas de la petite boˆıte ou` la quantification
des niveaux de la boˆıte devient pertinente. On confirme ainsi par cette approche perturbative
le re´sultat Rq = h/2e
2 jusqu’au second en r.
Re´fe´rence : C. Mora, K. Le Hur, Universal Resistances of the Quantum RC circuit, Nature
Physics 6, 697 (2010).
2.4 Pic dans la re´sistance de relaxation de charge pour le mo-
de`le d’Anderson
Les mode`les que nous avons conside´re´s jusqu’ici, au 2.2 et 2.3, ne tiennent pas compte du
spin des e´lectrons, ou autrement dit, concernent des e´lectrons polarise´s comme c’est le cas pour
les e´tats de bord de l’effet Hall quantique. Avec M. Filippone 8 et K. Le Hur, nous nous sommes
inte´resse´s au calcul de la re´sistance de relaxation de charge pour le mode`le d’Anderson qui prend
7. les oscillations pour la charge dans la boˆıte s’amplifient lorsque la transmission diminue jusqu’a` donner
des marches d’escalier a` transmission nulle.
8. Michele Filippone a de´bute´ sa the`se sous ma direction en septembre 2010.
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en compte le spin des e´lectrons et l’e´nergie de charge pour une tre`s petite boˆıte dont un seul
niveau d’e´nergie contribue au transport. Pertinent pour le transport dans les nanostructures,
le mode`le d’Anderson est un mode`le minimal pre´sentant des fortes corre´lations e´lectroniques.
Toutefois, le point fixe de basse e´nergie reste un liquide de Fermi et l’approche que nous avons
de´crite au 2.3.1 s’applique aussi a` ce mode`le en ajoutant le degre´ de liberte´ de spin.
En reprenant le calcul de la puissance dissipe´e en pre´sence d’une tension de grille AC
du 2.3.1, on trouve une formule de Korringa-Shiba ge´ne´ralise´e (pour ω → 0)
Imχc(ω) = πω
(
χ2c↑ + χ
2
c↓
)
, (2.17)
ou` χc(ω) de´signe la susceptibilite´ totale de charge et χcσ = −∂〈nˆσ〉/∂εd les susceptibilite´s
statiques de´crivant les variations des charges de spin donne´ dans la boˆıte avec la tension de
grille. A` champ magne´tique nul, les deux e´tats de spin sont e´quivalents, χc↑ = χc↓ = χc/2, et
la formule (2.17) donne la re´sistance universelle
Rq =
h
4e2
, (2.18)
qui co¨ıncide avec le re´sultat d’un mode`le sans interaction impliquant deux canaux de conduction
identiques [27].
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Figure 2.2: (a) Fonction Φ(x) (ligne en trait plein) et (b) fonction enveloppe F (y). y = ±1 correspondent
aux deux pics de Coulomb de la fonction spectrale. Cercles verts (εd = −0.15) et croix bleues (εd =
−0.1) sont extraits de la Fig. 3a) de la re´fe´rence [33], avec U = 0.4 et Γ = 0.02, en imple´mentant la
formule (2.21) et en redimensionnant l’axe des abscisses. (c) Re´sistance de relaxation de charge pour
εd/U = −1/2± 0.1967 et pour diffe´rents rapports de U/Γ = 15, 10, 7.
Inspire´s par les re´sultats d’une e´tude Monte-Carlo [33] pre´disant, entre autres, un pic dans
la re´sistance de relaxation de charge en fonction du champ magne´tique, nous avons, a` partir
de la formule (2.17), confirme´ l’existence de ce pic et de´rive´ ses proprie´te´s analytiques dans le
re´gime Kondo U ≫ Γ. En introduisant la magne´tosusceptibilite´ de charge χm = χc↑ − χc↓ qui
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mesure la sensibilite´ de la magne´tisation a` une variation de la tension de grille, la formule (2.17)
conduit au re´sultat ge´ne´ral
Rq =
h
4e2
χ2c + χ
2
m
χ2c
. (2.19)
Les susceptibilite´s qui apparaissent dans cette expression sont statiques et peuvent donc eˆtre
calcule´es par la me´thode de l’ansatz de Bethe [34]. La magne´tosusceptibilite´ de charge χm est
ainsi obtenue en utilisant l’expression connue [34] de la magne´tisation dans le re´gime Kondo
en fonction du champ magne´tique ainsi que l’expression de la tempe´rature Kondo
TK = 2
√
UΓ/πe exp[πεd(εd + U)/2UΓ] pour le mode`le d’Anderson. Le re´sultat pour χm prend
la forme
χm =
π
Γ
2εd + U
U
Φ
(
gµBB
kBTK
)
. (2.20)
ce qui donne
Rq =
h
4e2
[
1 +
(
U
Γ
)4
F (y) (Φ(x))2
]
, (2.21)
ou` les fonctions Φ(x) et F (y) sont repre´sente´es figure 2.2. Un pic apparaˆıt donc dans la re´sis-
tance lorsque le champ magne´tique est du meˆme ordre que la tempe´rature Kondo. La hauteur
de ce pic varie comme (U/Γ)4 pour U ≫ Γ ce qui donne un effet tre`s rapidement visible expe´-
rimentalement. L’enveloppe de ce pic s’annule pour εd = −U/2 ou` la syme´trie particule-trou
implique que la magne´tisation est extre´male par rapport au potentiel de grille εd si bien que
χm = 0 et Rq = h/4e
2 quelque soit le champ magne´tique. L’accord entre notre re´sultat et
le calcul Monte-Carlo pre´cite´ [33] est excellent pour la forme de la re´sistance en fonction du
champ magne´tique, cf. figure 2.2.
Re´fe´rence : M. Filippone, K. Le Hur, C. Mora, Giant Charge Relaxation Resistance in
the Anderson Model, Phys. Rev. Lett. 107, 176601 (2011).
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Chapitre 3
Proble`mes a` quelques corps
Le domaine des atomes froids a connu un de´veloppement spectaculaire dans les deux der-
nie`res de´cennies. Les gaz d’atomes froids forment des syste`mes quantiques mode`les de taille
macroscopique, sans de´faut, et facilement manipulables a` l’aide de lasers. Ils permettent de
ve´rifier tre`s directement les pre´dictions de la physique quantique sur des objets cohe´rents ma-
croscopiques. Re´cemment est ne´e l’ide´e des simulateurs quantiques ou` les gaz d’atomes froids
sont pie´ge´s et controˆle´s de fac¸on a` reproduire des mode`les de matie`re condense´e. Un pont s’est
ainsi e´tabli entre le domaine des atomes froids et celui de la matie`re condense´e.
3.1 Contexte
D’une manie`re ge´ne´rale, la compre´hension des proble`mes a` quelques corps est un outil fon-
damental [1] pour l’e´tude des vapeurs atomiques ultra-froides, ou gaz d’atomes froids. Tout
d’abord ces processus a` quelques corps interviennent dans la construction d’hamiltoniens mo-
de`les [2–5] qui permettent d’appre´hender les effets a` N corps. Ensuite les collisions entre un
nombre re´duit d’atomes sont ge´ne´ralement responsables des pertes atomiques dans les gaz pie´-
ge´s [6, 7] : lors d’une collision, une partie de l’e´nergie d’interaction est convertie en e´nergie
cine´tique, ce qui permet aux atomes implique´s de s’extraire du pie`ge lorsque cette e´nergie ex-
ce`de la profondeur du pie`ge. Ces processus limitent donc le temps de vie des gaz ultra-froids.
La majeure partie des e´tudes de collisions dans les gaz d’atomes froids est aujourd’hui encore le
fait de spe´cialistes chevronne´s qui de´terminent pre´cise´ment les potentiels inter-atomiques. La
complexite´ de ce travail vient des multiples e´tats de spin implique´s mais aussi du fait que les
mesures expe´rimentales sont toujours indirectes. Les potentiels sont ainsi reconstruits a` partir
de donne´es expe´rimentales de spectroscopie radio-fre´quence.
Paralle`lement a` ces calculs multi-canaux, le de´veloppement re´cent, depuis une dizaine d’an-
ne´es environ, de la technique expe´rimentale des re´sonances de Feshbach [8] qui permet de
modifier de fac¸on controˆle´e les interactions atomiques, a conduit au de´veloppement d’une phy-
sique a` quelques corps du pauvre [9] ou` les potentiels entre atomes sont simplifie´s a` l’extreˆme.
L’ide´e est qu’il est possible, en se plac¸ant a` proximite´ d’une re´sonance de Feshbach, d’atteindre
un re´gime re´sonant ou` la longueur de diffusion a est grande devant la taille typique du poten-
tiel ℓ. Dans ce cas la physique cesse de de´pendre des de´tails des potentiels a` courte distance et
toute la complexite´ disparaˆıt. On entre dans un re´gime dit universel [1, 10] ou` les observables
sont fonctions principalement de la longueur de diffusion et e´ventuellement d’un petit nombre
de parame`tres additionnels. Ce re´gime se de´crit a` l’aide de mode`les effectifs ou` les interac-
tions ont une porte´e nulle. Dans ces mode`les, la fonction d’onde est solution d’une e´quation
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de Schro¨dinger sans interaction a` laquelle on rajoute des conditions aux limites lorsque les
atomes co¨ıncident spatialement afin de reproduire l’effet des interactions [11–13]. On impose
par exemple la condition aux limites de Bethe-Peierls a` la fonction d’onde
ψ(r, {ri})|r→0 = A({ri})
(
1
r
− 1
a
)
, (3.1)
lorsque deux atomes sont proches. r est la distance (vecteur) reliant les deux atomes conside´re´s,
{ri} l’ensemble des positions des autres atomes et A({ri}) une fonction inde´termine´e de ces
positions.
Pour eˆtre complet, pre´cisons que l’utilisation des mode`les de porte´e nulle ne ne´cessite pas
la proximite´ d’une re´sonance de Feshbach. Leur application au cas des gaz dilue´s est d’ailleurs
bien ante´rieure au de´veloppement des re´sonances de Feshbach. Tant que l’on s’inte´resse a` des
e´nergies faibles, correspondant a` des distances plus grandes que la taille typique des potentiels
ℓ - c’est le cas par exemple pour l’e´nergie du fondamental d’un gaz de Bose-Einstein dilue´
en interaction faible - les de´tails du potentiel a` courte distance importent peu. Un mode`le de
porte´e nulle est alors applicable meˆme lorsque a et ℓ sont du meˆme ordre. Par contre, si l’on
s’inte´resse a` des e´tats lie´s a` quelques corps dont la taille est de l’ordre de a, une situation
re´sonante a ≫ ℓ est ne´cessaire pour appliquer un mode`le de porte´e nulle. C’est notamment le
cas pour les e´tats lie´s d’Efimov [14].
3.2 E´tats lie´s d’Efimov
Dans la situation re´sonante ou` la longueur de diffusion diverge a → ±∞, il n’y a plus de
longueur caracte´ristique dans le proble`me qui devient invariant d’e´chelle [15]. Une conse´quence
de cette invariance est que, a` partir d’un e´tat propre de l’hamiltonien d’e´nergie E, on peut
toujours construire un autre e´tat propre d’e´nergie E/λ2, et ce pour tout λ ∈ R. Ainsi l’existence
d’un seul e´tat lie´ dans le mode`le engendre automatiquement un continuum non borne´ d’e´tats
lie´s [16] ce qui est impossible pour un proble`me hermitien. On voit surgir ici une difficulte´
re´currente des mode`les de porte´e nulle - ou` les interactions sont remplace´es par des conditions
aux limites sur les fonctions d’onde -, a` savoir qu’on doit toujours ve´rifier que leurs pre´dictions
co¨ıncident avec celles d’un mode`le re´aliste, donc hermitien par construction, pour lequel on a
fait tendre la porte´e des interactions vers ze´ro. On re´sout la contradiction du continuum d’e´tats
lie´s par une ope´ration de filtrage qui consiste a` ne garder de ces e´tats qu’un sous-ensemble de
fonctions orthogonales [16], auquel cas on retombe sur la limite de porte´e nulle d’un mode`le
hermitien.
C’est pre´cise´ment ce qui passe pour le proble`me a` trois corps bosonique. En appliquant les
conditions de Bethe-Peierls (3.1) a` trois bosons de meˆme masse, on peut montrer l’existence
d’un e´tat lie´ et donc automatiquement d’un continuum d’e´tats lie´s. L’ope´ration de filtrage
spectral est re´alise´e en ajoutant une condition aux limites supple´mentaire lorsque trois bosons
co¨ıncident spatialement [17, 18]. On obtient ainsi les e´tats lie´s d’Efimov : ceux-ci forment une
se´rie ge´ome´trique [14,16], le rapport entre les e´nergies de deux e´tats conse´cutifs e´tant constant,
avec un point d’accumulation a` e´nergie nulle. On peut eˆtre plus pre´cis : la de´pendance en
l’hyperrayon R - dont le carre´ est la somme des distances au carre´ des trois bosons au centre
de masse - se factorise dans la fonction d’onde. En particulier, on peut montrer [14], lorsque
les trois bosons co¨ıncident spatialement, le comportement asymptotique suivant
ψ(r1, r2, r3)|R→0 ∝
sin [s0 ln(R/ℓ) + ϕ]
R2
, (3.2)
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a` partir des conditions de Bethe-Peierls (3.1), ou` s0 ≃ 1.00624 et ϕ est a priori inde´termine´e.
La longueur ℓ dans cette expression est en fait arbitraire 1 et n’a pas de signification physique
re´elle puisque ℓ est de´finie modulo le facteur multiplicatif epi/s0 . Son unique roˆle est d’adimen-
sionner l’argument du logarithme. Changer ℓ modifie juste l’origine de la phase ϕ. La phase
ϕ s’interpre`te physiquement comme le de´phasage entre l’onde entrante et l’onde sortante par
rapport a` R = 0 dans le comportement asymptotique (3.2).
Physiquement, la phase ϕ est de´termine´e par le comportement a` courte distance des vrais
potentiels inter-atomiques inde´pendamment des valeurs de l’e´nergie E ou de la longueur de
diffusion a. En particulier, on montre [16] que le fait de fixer ϕ re´alise le filtrage d’e´tats ortho-
gonaux. Le parame`tre a` trois corps ϕ joue ainsi un roˆle analogue a` la longueur de diffusion a
pour le deux corps : fixer a et ϕ dans les conditions aux limites (3.1) et (3.2) re´alise bien la
limite de porte´e nulle d’un mode`le hermitien. La se´rie ge´ome´trique des e´tats lie´s d’Efimov est
finalement donne´e par (n ∈ Z)
En = −~
2κ2∗
m
e−2pin/s0 , (3.3)
avec
κ∗ ℓ =
√
2 exp
(
ϕ+Arg Γ(1 + is0)
s0
)
, (3.4)
et la fonction Gamma note´e Γ(z). On constate que le spectre (3.3) donne bien un continuum
d’e´tats lie´s tant que la phase ϕ est inde´termine´e. On remarque aussi que la structure ge´ome´-
trique des e´tats d’Efimov tire son origine de la syme´trie d’e´chelle discre`te R→ Repi/s0 engendre´e
par la condition aux limites (3.2).
La pre´diction de l’existence des e´tats d’Efimov n’est certainement pas re´cente. Le sujet
est issu de la physique nucle´aire ou` les longueurs de diffusions peuvent eˆtre naturellement
le´ge`rement supe´rieures aux tailles typiques des potentiels. Cependant, a` ma connaissance, la
physique d’Efimov n’a jamais e´te´ mise en e´vidence dans ces syste`mes. Le regain d’inte´reˆt
qui s’exprime aujourd’hui pour la physique efimovienne a de´marre´ en 2006 avec les premie`res
mesures indirectes d’e´tats d’Efimov dans un gaz d’atomes de 133Cs [19]. Depuis, de nombreux
groupes [20–26] ont observe´ des effets efimoviens dans diffe´rents syste`mes de bosons ou de
fermions. On peut remarquer que la physique d’Efimov ne requiert pas force´ment des bosons
identiques. Pour des atomes de meˆme masse, les ope´rateurs e´changeant les atomes commutent
avec l’hamiltonien. La pre´sence d’un secteur comple`tement syme´trique est donc suffisant pour
observer l’e´mergence d’e´tats d’Efimov. Ceci exclut des fermions dans un ou deux e´tats de spin
mais reste compatible avec trois fermions dans trois e´tats de spin diffe´rents.
3.3 Les e´tats d’Efimov revisite´s
Avec A. O. Gogolin et R. Egger, nous avons propose´ une me´thode alternative qui permet
de montrer simplement et de fac¸on analytique l’apparition des e´tats d’Efimov. Nous avons
pour cela conside´re´ un mode`le a` deux canaux [27] pour lequel on fait tendre la taille typique
du potentiel ℓ vers ze´ro. L’avantage de ce mode`le est qu’il fait apparaˆıtre, dans le calcul de
l’amplitude de collision a` deux corps
f(k) = − 1
a−1 + ik +R∗k2
, (3.5)
1. on l’a prise ici par convention e´gale a` la taille typique du potentiel.
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une longueur additionnelle R∗ > 0 en plus de la longueur de diffusion a. Noter que l’expres-
sion (3.5) est valable 2 pour tout k (en particulier aussi pour kR∗ ≫ 1) mais n’a de sens que
si R∗ ≫ ℓ, c’est-a`-dire pour une re´sonance de Feshbach e´troite. Cette nouvelle longueur R∗
brise l’invariance d’e´chelle dans la limite unitaire 1/a = 0 mais re´gularise ainsi la pathologie,
ou effondrement de Thomas [28], associe´e a` la co¨ıncidence des trois bosons. L’inte´reˆt du mode`le
a` deux canaux est qu’il est hermitien par construction. On peut donc imple´menter directement
la limite de porte´e nulle sur un mode`le hermitien et ainsi e´viter toute ope´ration de´licate de
filtrage spectral.
On donne ici un aperc¸u des calculs, le lecteur inte´resse´ par les de´tails pourra se reporter a`
nos articles. On note tout d’abord que l’e´quation de Schro¨dinger initiale peut se ramener a` une
e´quation inte´grale dont la variable est la distance entre un atome et le centre de masse des deux
atomes restant. Cette e´quation inte´grale peut ensuite, apre`s un certain nombre de manipulations
alge´briques, se re´crire comme une e´quation de Schro¨dinger effective unidimensionnelle,[
Tˆ
(
−i d
dξ
)
+ U(ξ)− E
]
ψ˜(ξ) = 0, (3.6)
ou` la fonction d’onde fictive ψ˜ est par construction antisyme´trique, ψ˜(ξ) = −ψ˜(−ξ). Dans
l’e´quation (3.6), l’e´nergie E = 4π/(3√3)−1 ≃ 1.41839 est constante, le terme d’e´nergie cine´tique
n’est pas simplement quadratique mais est donne´ par
Tˆ (s) =
4π
3
√
3
− 8√
3
sinh(πs/6)
s cosh(πs/2)
. (3.7)
de fac¸on analogue a` la structure de bande d’un solide. Le terme d’e´nergie potentielle a la forme
suivante
U(ξ) = − 1
aλ
1
cosh ξ
+R∗λ cosh ξ. (3.8)
Il est syme´trique, borne´ infe´rieurement et infini pour ξ → ±∞. Le parame`tre λ est associe´ a`
l’e´nergie E = −~2λ2/m dans l’e´quation de Schro¨dinger initiale.
La recherche des e´tats propres du proble`me se fait intuitivement de la fac¸on suivante :
λ e´tant fixe´, le potentiel U(ξ) associe´ a` l’e´nergie cine´tique Tˆ (s) posse`de un ensemble discret
d’e´nergies propres espace´es les unes des autres et dont aucune ne co¨ıncide a priori avec l’e´nergie
E . En changeant λ, on de´cale ces e´nergies propres. A` chaque fois qu’une de ces e´nergies co¨ıncide
avec E , on obtient une valeur admissible pour λ, et donc pour l’e´nergie E d’un e´tat lie´. On
comprend donc ainsi comment on obtient un ensemble discret d’e´nergies propres E a` partir
de l’e´quation (3.6). Une approche de type WKB permet, pour les e´tats de haute e´nergie (λ→
0 ou E → 0−), de de´terminer analytiquement le spectre a` l’unitarite´ 1/a = 0. On obtient
le spectre ge´ome´trique (3.3), caracte´ristique des e´tats d’Efimov, avec κ∗R
∗ = 2e−piγ/s0 . Le
parame`tre γ est la phase accumule´e au point de rebroussement du potentiel (3.8). On peut la
calculer analytiquement en e´crivant la solution du proble`me au bord a` l’aide d’un contour de
Barnes [29] dont l’inte´grant est judicieusement choisi. Le re´sultat final est analytique et donne
γ ≃ −0.090518155.
En dehors de l’unitarite´ 1/a 6= 0, les e´tats d’Efimov e´voluent continuˆment [1] en fonction
de 1/a puis disparaissent a` la fois pour a = a∗ > 0 lorsque leur e´nergie atteint le seuil de
dissociation dime`re-atome E = −~2/ma2 et pour a = a′∗ < 0 lorsque leur e´nergie s’annule.
Ce second seuil correspond a` la dissociation du trime`re en trois atomes libres. L’e´quation (3.6)
2. en cela, elle diffe`re de l’habituel de´veloppement de porte´e effective en puissance de k.
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permet ainsi de de´terminer analytiquement les positions a′∗ ou` les e´nergies des e´tats d’Efimov
s’annulent. Ces positions sont importantes expe´rimentalement. Elles correspondent a` des pics
dans les pertes en atomes du gaz et permettent ainsi de mettre en e´vidence la physique efi-
movienne dans une expe´rience. Le re´sultat est a′∗/R
∗ = −e2piγ/s0 modulo un facteur epi/s0 ou
encore
a′∗κ∗ = −2epiγ/s0 ≃ −1.50763. (3.9)
En plus du spectre d’Efimov, nous nous sommes aussi inte´resse´s a` la solution d’e´nergie
nulle du mode`le pour laquelle nous avons de´rive´ une expression analytique a` la fois lorsque la
longueur de diffusion a est positive et ne´gative. Cette solution d’e´nergie nulle donne ensuite
acce`s au taux de recombinaison a` trois corps du gaz [30], un processus de collision ou` trois
atomes libres forment un dime`re accompagne´ d’un atome seul. L’e´nergie de liaison du dime`re
est convertie en e´nergie cine´tique ce qui conduit ge´ne´ralement a` une diminution du nombre
d’atomes pie´ge´s. Le calcul de recombinaison a` trois corps est donc une donne´e expe´rimentale
importante qui limite le temps de vie d’un gaz d’atomes froids. Si l’on revient a` l’e´quation
inte´grale dont la variable est la distance entre un atome et le centre de masse des deux autres,
celle-ci prend la forme suivante (pour a, |x| ≫ R∗)(
Lˆ0 − 1
a
)
f(x) = 4π
√
6
V
, (3.10)
ou` V est le volume du syste`me et l’ope´rateur inte´gral est donne´ a` e´nergie nulle par
Lˆ0f(k) = |k| f(k)− 2√
3π2
∫
d3k′
f(k′)
k2 + k′2 + k · k′ . (3.11)
La connaissance de la fonction f(x) donne directement acce`s a` la fonction d’onde des trois
bosons (voir les articles pour plus de de´tails). La de´rivation de la solution exacte de l’e´qua-
tion (3.10) est facilite´e par le fait que l’ope´rateur Lˆ0, n’impliquant aucune e´chelle de longueur,
est homoge`ne. Ainsi son action sur une fonction puissance donne a` nouveau une fonction puis-
sance. L’astuce pour re´soudre l’e´quation (3.10) consiste donc a` e´crire sa solution comme une
inte´grale sur un contour de Barnes 3 d’une fonction puissance ou` la puissance est la variable
d’inte´gration. Une action de Lˆ0 correspond alors a` un simple de´calage dans le plan complexe
du contour d’inte´gration qui peut eˆtre ramene´ a` sa position initiale en l’absence de poˆles. Nous
avons calcule´ la solution de l’e´quation (3.10) et ainsi obtenu une formule exacte pour le taux
de recombinaison a` trois corps (a > 0) [31,32] :
αrec =
128π2 (4π − 3√3)
sinh2(πs0)
~
2a4
m
sin2(δ1) sinh
2(πs0)
sinh2(πs0) + cos2(δ1)
, (3.12)
ou` s0 ≃ 1.00624. La phase δ1 est donne´e par δ1 = 2πγ+π/2+s0 ln(R∗/a). Graphiquement la for-
mule (3.12) pre´dit une oscillation [1] du taux de recombinaison en fonction de ln(R∗/a) avec des
annulations pour δ1 = 0, π et des maxima pour δ1 ≃ ±π/2 pour lesquels αrec ≃ 67.1177 ~2a4/m.
La pe´riode des oscillations est fixe´e par le facteur d’e´chelle epi/s0 .
Re´fe´rences : A. O. Gogolin, C. Mora, R. Egger, Analytical solution of the bosonic three-
body problem, Phys. Rev. Lett. 100, 140404 (2008).
C. Mora, A. O. Gogolin, R. Egger, Exact solution of the three-boson problem at vanishing
energy, C. R. Physique 12, 27-38 (2011).
3. le contour de Barnes dans le plan complexe suit simplement l’axe imaginaire avec une partie re´elle le´ge`re-
ment positive.
3.4. Effet d’Efimov a` quatre corps 29
3.4 Effet d’Efimov a` quatre corps
3.4.1 Effet d’Efimov a` N corps
Nous allons voir dans la discussion qui suit que la physique d’Efimov n’est en aucun cas
restreinte au proble`me a` trois corps mais qu’elle peut e´galement surgir dans les proble`mes a`
quatre, cinq, six corps, ou plus ge´ne´ralement a` N corps [15]. Ne´anmoins, il faut aussitoˆt pre´ciser
que toute se´rie d’e´tats d’Efimov a` N corps est de´stabilise´e par l’existence d’e´tats d’Efimov
impliquant un plus petit nombre d’atomes. En effet, un e´tat lie´ efimovien de N atomes peut
se dissocier en un e´tat lie´ de plus basse e´nergie impliquant m < M atomes accompagne´ des
N−m atomes libres restants. Ce canal de dissociation donne une largeur spectrale finie a` l’e´tat
d’Efimov qui n’est alors plus un ve´ritable e´tat lie´. En conse´quence, l’existence des e´tats lie´s
d’Efimov a` trois bosons exclut l’apparition de ve´ritables e´tats efimoviens impliquant quatre
bosons ou plus.
Conside´rons le cas ge´ne´ral de N atomes, fermions ou bosons, de masses (mi)i=1...N , pour
lequel il n’existe pas d’effet d’Efimov impliquant un sous-ensemble de cesN atomes. On suppose,
pour simplifier la discussion, que toutes les longueurs de diffusion divergent et on applique
donc les conditions de Bethe-Peierls (3.1), pour toutes les paires d’atomes, aux e´tats propres
de l’hamiltonien sans interaction
H =
N∑
i=1
− ~
2
2mi
∆ri . (3.13)
C’est le mode`le standard de porte´e nulle avec son invariance d’e´chelle. Apre`s factorisation
du mouvement du centre de masse, les conditions de Bethe-Peierls (3.1) (avec 1/a = 0) avec
l’hamiltonien (3.13) constituent un proble`me se´parable en coordonne´es hypersphe´riques [15].
On introduit l’hyperrayon R = [
∑N
i=1mi(ri − C)2/m¯]1/2 ou` C est la position du centre de
masse et m¯ = 1N
∑N
i=1mi la masse moyenne des atomes. Les 3N − 4 autres coordonne´es sont
note´es Ω : ce sont les hyperangles. La fonction d’onde prend la forme factorise´e
ψ(r1, . . . , rN ) = R
(5−3N)/2 F (R) f(Ω). (3.14)
Le proble`me le plus difficile est de de´terminer la fonction f(Ω), e´tat propre du Laplacien sur
l’hypersphe`re ve´rifiant les conditions de contact de Bethe-Peierls ainsi que les conditions de
syme´trie bosonique et/ou fermionique. La valeur propre de ce proble`me 4 est note´e s2. La
fonction F (R) est alors simplement solution de l’e´quation
EF (R) = − ~
2
2m¯
(
∂2R +
1
R
∂R
)
F (R) +
~
2s2
2m¯R2
F (R). (3.15)
et ne de´pend ni des conditions de contact, ni de la statistique. L’e´quation (3.15) est une e´quation
de Schro¨dinger effective a` 2D dont le potentiel est en s2/R2. Le monde est ici divise´ en deux :
1. soit s2 > 0 et le potentiel est re´pulsif. Il n’y a alors pas de pathologie et pas non plus
d’e´tats lie´s, c’est le cas non-efimovien.
2. soit s2 < 0 et le potentiel est attractif. Le proble`me est pathologique lorsque R → 0
(c’est l’effondrement de Thomas ou chute vers le centre [28]) et on obtient un continuum
4. l’absence d’effet d’Efimov lorsque tout sous-ensemble des N atomes se rencontre implique que le proble`me
hyperangulaire est bien de´fini et ne pre´sente pas de pathologie.
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non-physique d’e´tats lie´s. Cette pathologie est re´solue en introduisant une condition aux
limites supple´mentaires, a` savoir
F (R)|R→0 ∝ sin [s0 ln(R/ℓ) + ϕ] , (3.16)
similaire a` la condition de contact (3.2). On retrouve alors le spectre d’e´tats ge´ome´trique
caracte´ristique de la physique efimovienne,
En = −~
2κ2∗
m
e−2pin/s0 , (3.17)
sauf qu’il s’agit ici d’e´tats lie´s a` N atomes.
C’est finalement la forme universelle de l’e´quation hyperradiale (3.15) qui conduit au re´sultat
que, soit on a aucun e´tat lie´, soit on a une se´rie ge´ome´trique d’e´tats lie´s de type Efimov. De
meˆme, pathologie mathe´matique a` distance nulle, brisure de l’invariance d’e´chelle a` l’unitarite´
et e´tats d’Efimov apparaissent toujours conjointement
3.4.2 Trois fermions et un atome plus le´ger
Avec L. Pricoupenko et Y. Castin, nous avons e´tudie´ le cas de trois fermions identiques
de masse M en interaction re´sonante (1/a = 0) avec un atome, boson ou fermion, plus le´ger
de masse m. Le proble`me de deux fermions identiques avec un atome plus le´ger donne un
spectre d’Efimov au-dela` d’une valeur critique du rapport des masses α = M/m > αc(2; 1) ≃
13.607 [33]. Ainsi, pour un plus petit rapport des masses, α < αc(2; 1), ce proble`me a` trois corps
ne de´veloppe pas de pathologie dans l’approche de porte´e nulle de Bethe-Peierls et l’invariance
d’e´chelle est pre´serve´e. Nous nous sommes donc inte´resse´s, pour notre proble`me a` 3 + 1 corps,
a` la re´gion α < αc(2; 1) ou`, suivant notre discussion du 3.4.1, un e´tat d’Efimov a` quatre corps
est susceptible d’apparaˆıtre sans effet d’Efimov a` trois corps.
Comme pre´ce´demment, au 3.3, l’e´quation de Schro¨dinger initiale Hψ = Eψ avec l’hamilto-
nien (3.13), habille´e des conditions de contact (3.1), peut se ramener a` une e´quation inte´grale
de´pendant pour ce proble`me de deux vecteurs. En utilisant l’invariance du proble`me par ro-
tation, on peut re´duire cette de´pendance a` trois variables qui sont la norme de chacun des
vecteurs ainsi que l’angle les se´parant. Les conside´rations du 3.4.1 permettent de simplifier
encore d’avantage le proble`me puisque la seule donne´e importante est la valeur de s2 qui in-
dique ou non la pre´sence d’e´tats lie´s d’Efimov. s2 ne de´pendant pas de l’e´nergie propre E,
on peut se restreindre a` l’e´tude de la solution d’e´nergie nulle. Celle-ci a la particularite´ d’eˆtre
invariante d’e´chelle, c’est-a`-dire que la solution de l’e´quation hyperradiale (3.15) pour E = 0
est F (R) = Rs tout simplement. En injectant cette proprie´te´ dans l’e´quation inte´grale, on
obtient un proble`me aux valeurs propres n’impliquant plus que deux variables (et donc simple
a` imple´menter nume´riquement) et donnant directement acce`s a` la valeur de s.
En calculant la valeur de s2 en fonction du rapport de masse α, nous avons montre´ l’e´mer-
gence d’e´tats d’Efimov impliquant les quatre atomes pour un rapport de masse α(3; 1) < α <
α(2; 1) avec α(3; 1) ≃ 13.384.
Re´fe´rence : Y. Castin, C. Mora, L. Pricoupenko, Four-body Efimov effect, Phys. Rev.
Lett. 105, 223201 (2010).
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Chapitre 4
Polarons fermioniques
4.1 Contexte
L’appariement des e´lectrons de spin oppose´s, c’est-a`-dire la formation des paires de Co-
oper [1], est au coeur de la the´orie BCS propose´e par Bardeen, Cooper et Schrieffer [2] pour
expliquer le phe´nome`ne de supraconductivite´ avec le succe`s que l’on sait. L’obtention re´cente,
a` partir de 2003, de superfluides fermioniques [3–6] dans des gaz d’atomes ultra-froids (6Li et
40K) a permis de confirmer ce me´canisme d’appariement dans une situation ou` l’on peut faire
varier expe´rimentalement la longueur de diffusion a et donc la force et le signe des interactions
inter-atomiques. En faisant varier le rapport 1/kFa, les expe´riences ont ainsi mis en e´vidence un
crossover continu [7, 8] entre un superfluide fermionique de type BCS pour 1/kFa < 1 (re´gime
attractif ou fortement re´pulsif incluant la limite unitaire) et un condensat de Bose-Einstein
de dime`res fortement lie´s pour 1/kFa ≫ 1 (re´gime faiblement re´pulsif). Dans ce sce´nario, les
paires de Cooper encheveˆtre´es du re´gime BCS se transforment continuˆment en des dime`res
presque ponctuels, de taille a, dans le re´gime BEC.
De par sa structure en paires de Cooper, un superfluide BCS posse`de le meˆme nombre de
fermions dans les deux e´tats de spin. Il est par conse´quent difficilement polarisable puisque
briser une paire couˆte une e´nergie ∆ (le gap supra). Cette proprie´te´ a conduit Clogston [9]
et Chandrasekhar [10] a` pre´dire que l’e´tat BCS n’est absolument pas modifie´, et donc que la
polarisation reste nulle, tant que la diffe´rence de potentiels chimiques entre les deux espe`ces 1
µ¯ = (µ1 − µ2)/2 reste plus petite que le gap ∆. L’e´tat du syste`me au-dela` de la polarisation
critique reste un sujet assez ouvert avec la pre´diction de phases exotiques comme les phases de
Fulde-Ferrell-Larkin-Ovchinnikov (FFLO) [11,12].
Dans les gaz d’atomes froids, les expe´riences de polarisation du superfluide BCS, ou` l’on
cre´e un de´se´quilibre entre les populations des deux e´tats de spin, ont de´montre´ [13–17] l’exis-
tence de trois phases distinctes lorsqu’on varie le rapport µ2/µ1 :
(I) la phase BCS superfluide [15] non-polarise´e, avec n1 = n2 meˆme lorsque µ1 > µ2.
(II) une phase normale partiellement polarise´e [18] avec n1 > n2 mais n2 6= 0.
(III) une phase normale comple`tement polarise´e, n2 = 0.
Ces trois phases apparaissent dans la figure 4.2. La transition de Clogston et Chandrasekhar
est du premier ordre et se´pare les phases (I) et (II). Expe´rimentalement, elle intervient lorsque
la diffe´rence de potentiel chimique µ¯ et le gap ∆ sont e´gaux [17], en accord avec l’argument de
Clogston et Chandrasekhar. La transition entre les phases (II) et (III) est du second ordre car
1. dans ce qui suit, on note 1 l’espe`ce majoritaire et 2 l’espe`ce minoritaire.
4.2. Proble`me a` N+1 corps : le polaron 34
l’espe`ce minoritaire disparaˆıt continuˆment. A` l’unitarite´ 1/a = 0, les mesures expe´rimentales
localisent la transition (I)-(II) a` µ2/µ1 ≃ 0.065 et la transition (II)-(III) a` µ2/µ1 ≃ −0.6. Dans
les expe´riences pour lesquelles l’approximation de densite´ locale (LDA) est valable, ce qui est
le cas le plus souvent, le rapport local µ2/µ1 diminue lorsque la distance au centre du pie`ge
augmente. Les diffe´rentes phases (I), (II), (III) sont ainsi se´pare´es spatialement dans le pie`ge
et forment des crouˆtes concentriques. En pre´sence d’un de´se´quilibre global des populations, le
coeur superfluide non-polarise´ est entoure´ par la partie normale polarise´e du gaz [14,19].
L’existence de la phase (II) a d’abord e´te´ controverse´e, car elle n’e´tait pas observe´e dans
les expe´riences du groupe de Rice [13] contrairement aux expe´riences du MIT [14, 16] ou de
l’ENS [17]. Une transition directe entre les phases (I) et (III) est en effet toujours envisageable.
On peut cependant de´montrer d’un point de vue the´orique [20] que la phase (II) s’inse`re entre
les phases (I) et (III). La phase (III) est un gaz de Fermi ide´al sans interaction 2 dont l’e´nergie
est connue. A` partir de calculs Monte-Carlo donnant l’e´nergie de la phase (I), on trouve que
l’e´ventuelle transition (I)-(III) est situe´e a` µ2/µ1 ≃ −0.1. De´terminer la position de la transition
(II)-(III) revient a` re´soudre un proble`me a` N+1 corps. En effet, pour passer de la phase (III)
a` la phase (II), on commence par ajouter un unique fermion minoritaire a` la mer de fermions
majoritaires. Le fermion minoritaire habille´ [21] par son interaction avec la mer de Fermi est
appele´ polaron [22]. La transition a donc lieu lorsque cet ajout est e´nerge´tiquement favorable,
c’est-a`-dire lorsque le potentiel chimique µ2 de´passe l’e´nergie du polaron µP. A` l’unitarite´,
l’e´nergie du polaron doit eˆtre, par analyse dimensionnelle, de la forme µP = Aµ1, ou` A est un
nombre sans dimension. On va voir au 4.2 un raisonnement variationnel simple montrant que
A < −0.6, ce qui ache`ve de prouver l’existence de la phase (II).
Re´fe´rence : F. Chevy, C. Mora, Ultra-cold Polarized Fermi Gases, Rep. Prog. Phys. 73,
112401 (2010).
4.2 Proble`me a` N+1 corps : le polaron
Les motivations expe´rimentales de´veloppe´es au 4.1 nous conduisent a` nous inte´resser au
proble`me acade´mique du polaron, un proble`me a` N+1 corps [20], ou` un atome unique interagit
avec une mer de Fermi. Boson ou fermion, l’atome doit seulement eˆtre distinct des fermions
composant la mer de Fermi. A` l’unitarite´, ce proble`me reste non perturbatif et il faudrait en
principe resommer comple`tement la se´rie des perturbations pour obtenir des re´sultats quantita-
tifs. Toutefois, le polaron a la particularite´ d’eˆtre tre`s bien de´crit par une approche variationnelle
simple ou` l’impurete´ (l’atome unique) induit uniquement une excitation particule-trou dans la
mer de Fermi. La fonction d’onde variationnelle, introduite par F. Chevy [20], prend ainsi la
forme suivante
|ψ〉 = φ0|FS;k〉+
∑
k′,q
φk′,q|k′,q;k+ q− k′〉 (4.1)
ou` les coefficients φ0 et φk′,q sont de´termine´s par minimisation de l’e´nergie [23]. |FS;k〉 de´signe
la mer de Fermi a` laquelle s’ajoute l’impurete´ d’impulsion k. |k′,q;k+ q− k′〉 de´signe la mer
de Fermi perturbe´e par une excitation particule-trou : q < kF est l’impulsion du trou excite´
en k′ > kF . L’impulsion de l’impurete´ est de´cale´e de q − k′ pour satisfaire la conservation
de l’impulsion. Conserve´e par les interactions, l’impulsion totale de l’e´tat (4.1) est donc k. Le
2. on rappelle que les fermions de meˆme spin n’interagissent pas entre eux en onde s. La longueur de diffusion
a caracte´rise les interactions entre les fermions de spins diffe´rents.
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calcul de l’e´nergie Ek de cet e´tat, puis sa minimisation, conduit a` la formule suivante
3
Ek =
~
2k2
2mi
+
∑
q<kF

 mr
2π~2a
−
∑
k′
2mr
~2k′2
+
∑
k′>kF
1
εk + εi,k+q−k′ − εq − Ek


−1
(4.2)
ou` εk = ~
2k2/2m, εi,k = ~
2k2/2mi, m est la masse des fermions majoritaires, mi la masse de
l’impurete´ et mr = mmi/(m + mi) la masse re´duite. A` faible vecteur d’onde, on obtient le
de´veloppement de l’e´nergie
Ek = µP +
~
2k2
2m∗
+ . . . (4.3)
avec, a` l’unitarite´ 1/a = 0 et pour des masses e´gales m = mi, µP = Aµ1 avec µ1 = ~
2k2F /2m
et
A = −0.6066, m∗/m = 1.17. (4.4)
Bien qu’extraits d’une approche variationnelle, ces re´sultats sont en tre`s bon accord avec un
calcul de Monte-Carlo diagrammatique [22] qui donne A = −0.61(1) et m∗/m = 1.20(1). Cette
co¨ıncidence s’explique par la probabilite´ relativement faible d’exciter une paire particule-trou : a`
peu pre`s 25% dans ce calcul variationnel. Ceci justifie a posteriori le de´veloppement en nombre
d’excitations particule-trou. Un calcul variationnel avec deux excitations particule-trou [24]
donne des re´sultats encore plus proches du Monte-Carlo, presque exacts quantitativement.
Le polaron et son e´nergie (4.3) est donc un tre`s bon exemple de quasi-particule. Il est forme´
par l’impurete´ habille´e par la mer de Fermi. Son e´nergie au repos est µP et sa masse effective
m∗ diffe`re de la masse initiale de l’impurete´.
4.3 Gaz dilue´ de polarons
Supposons maintenant qu’on entre plus a` l’inte´rieur de la phase (II) en venant de la phase
(III), on se trouve alors dans une phase normale fortement polarise´e, avec n2 ≪ n1, qu’on peut
aussi voir comme un gaz de polarons dilue´s. Avec F. Chevy, nous avons obtenu une formule
exacte pour l’e´quation d’e´tat de la phase (II) dans la limite dilue´e n2 ≪ n1. Pre´ce´dant notre
travail, un calcul Monte-Carlo [21, 25] de l’e´nergie d’un gaz de fermions de spin 1/2 fortement
polarise´ (dans la phase (II)) a pu eˆtre approxime´ par la loi de Landau-Pomeranchuk
E
N1
=
3
5
~
2k2F
2m
(
1 +
5(µP/µ1)
3
x+
m
m∗
x5/3 + Fx2
)
, (4.5)
ou` x = n2/n1 ≪ 1 et µ1 = ~2k2F /2m. On retrouve pour x = 0 l’e´nergie d’un gaz de Fermi ide´al.
Les termes suivants a` l’inte´rieur des parenthe`ses de´crivent le gaz de polarons fermioniques en
interaction : le second terme provient des e´nergies au repos, le troisie`me est l’e´nergie d’une
mer de Fermi de densite´ n2, conse´quence de la statistique de Fermi a` laquelle obe´issent les
polarons. Le dernier terme semble impliquer des interactions entre polarons. Nume´riquement,
l’estimation F ∼ 0.14 a e´te´ obtenue a` l’unitarite´ [25].
4.3.1 Argument heuristique
Une approche heuristique permet d’obtenir une formule exacte pour le coefficient F en
fonction des proprie´te´s du polaron. Nous verrons au 4.3.2 que cette formule peut eˆtre de´montre´e
3. le ze´ro d’e´nergie correspond a` la mer de Fermi majoritaire sans impurete´.
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dans le cadre d’une approche plus rigoureuse. On suppose pour commencer que la mer de Fermi
majoritaire est couple´e a` un re´servoir dont le potentiel chimique µ1 est fixe´. L’ajout d’un fermion
minoritaire implique alors un de´placement de fermions majoritaires depuis le re´servoir vers la
mer de Fermi pour habiller l’impurete´. Ce nombre de fermions de´place´s est donne´ par [26]
ν =
(
∂n1
∂n2
)
µ1
= −∂µ2/∂n1
∂µ1/∂n1
(4.6)
ou` l’on a utilise´ la syme´trie de la matrice de compressibilite´ ∂µi/∂nj . A` la limite unitaire,
le re´sultat est simplement ν = −A = |A|. |A| ∼ 0.6 est donc le nombre moyen de fermions
majoritaires implique´s dans un polaron.
A` partir de la`, on e´crit l’e´nergie du gaz dilue´ de polarons sous la forme
E(n1, n2) = E(n1, 0) +
∫ n2
0
µ2(n1, n
′
2)dn
′
2, (4.7)
puis on admet que le potentiel chimique µ2(n1, n
′
2) est donne´ par l’e´nergie d’un polaron unique
µP calcule´ avec la densite´ de fermions majoritaires n1 − ν n2. On prend ainsi en compte la
de´ple´tion de l’espe`ce majoritaire due a` la formation des polarons. Ce changement de densite´
implique en retour une correction a` l’e´nergie des polarons et donc une interaction effective entre
polarons. Apre`s un de´veloppement de µP(n1 − ν n2) au premier ordre en n2 et une inte´gration
sur la variable n2, l’e´quation (4.7) redonne la loi de Landau-Pomeranchuk (4.5) avec
F =
5
9
(
dµP
dµ1
)2
. (4.8)
Cela donne F = 5A2/9 ≃ 0.2 a` l’unitarite´, a` comparer a` la valeur F ∼ 0.14 extraite des calculs
Monte-Carlo. En utilisant l’approche variationnelle de´crite au 4.2, dont on sait qu’elle donne
des re´sultats quantitatifs meˆme a` l’unitarite´, on peut de´terminer µP en fonction de kFa puis
calculer F a` l’aide de la formule exacte (4.8). Le re´sultat est compare´ figure 4.1 aux ajustements
sur des donne´es Monte-Carlo [27]. L’accord est plutoˆt bon, les deux pre´dictions pre´sentant un
maximum autour de 1/kFa ∼ 0.5.
4.3.2 Calcul complet
L’approche heuristique du 4.3.1 peut eˆtre justifie´e plus rigoureusement. On utilise pour cela
le fait que la position de la surface de Fermi correspond a` un poˆle dans la fonction de Green,
~
2k2F,2
2m
− µ2 +Σ2(ω = 0,kF,2;µ1, µ2) = 0. (4.9)
Par ailleurs, la re`gle de somme de Luttinger implique que la relation kF2 = (6π
2n2)
1/3 entre
densite´ n2 et vecteur de Fermi kF,2 est inde´pendante des interactions [28]. On obtient ainsi une
relation implicite reliant n2, µ2 et µ1 permettant de de´terminer l’e´quation d’e´tat du gaz. On
fait ensuite le lien avec la physique du polaron par continuite´, en notant que µ2 et µP co¨ıncident
lorsque kF,2 s’annule. Un de´veloppement
4 de l’e´quation (4.9) en puissances de k2F,2 et µ2 − µP
donne le re´sultat
µ2 = µp +
~
2k2F,2
2m∗
+O(k4F,2), (4.10)
4. le de´veloppement effectue´ ici requiert l’analyticite´ de la self-e´nergie Σ2 ce qui n’est ge´ne´ralement pas le cas.
Toutefois dans notre cas, le fait que le potentiel chimique µ2 soit ne´gatif au voisinage de µP conduit a` l’absence
de poˆles dans le de´veloppement diagrammatique de Σ2 ce qui garantie son analyticite´.
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Figure 4.1: Variations de F (ligne pleine) le long du crossover BEC-BCS compare´es aux re´sultats de
simulations Monte-Carlo. La ligne en traits tirete´s provient d’un calcul perturbatif au troisie`me ordre
en kFa. Les points Monte-Carlo [27] sont obtenus a` partir de l’ajustement des donne´es Monte-Carlo a`
la loi de Landau-Pomeranchuk (4.5).
qui, combine´ aux relations de Gibbs-Duhem ni = ∂µiP , conduit a` l’e´quation d’e´tat
P =
1
15π2
[(
2m
~2
)3/2
µ
5/2
1 +
(
2m∗
~2
)3/2
(µ2 − µp)5/2
]
. (4.11)
Ce re´sultat est valable pour un gaz de polarons dilue´, les corrections e´tant d’ordre (µ2 −
µp)
7/2. Physiquement, l’e´quation d’e´tat (4.11) de´crit un me´lange de deux gaz ide´aux de Fermi,
un pour l’espe`ce majoritaire, l’autre pour le gaz de polarons. Dans cette approche grand-
canonique (et a` cet ordre d’approximation), les polarons n’interagissent pas. Le lecteur sera
donc peut-eˆtre surpris d’apprendre que l’e´nergie, dans l’ensemble canonique, calcule´e a` partir
de la pression (4.11), est exactement la loi de Landau-Pomeranchuk (4.5) pour n2/n1 ≪ 1, ou`
F est donne´e par la relation (4.8) e´tablie heuristiquement au 4.3.1.
Le fait que la pre´sence d’interactions entre polarons de´pende de l’ensemble conside´re´ se
comprend a` partir de l’image physique de´veloppe´e au 4.3.1. L’effet de de´ple´tion de l’espe`ce
majoritaire duˆ a` la formation des polarons n’intervient pas dans l’ensemble grand-canonique
ou` c’est le potentiel chimique µ1 qui est fixe´ et non la densite´ n1.
De fac¸on assez surprenante le de´veloppement (4.11), valable en principe pour un gaz de
fermions fortement polarise´, se re´ve`le en fait quantitatif jusqu’a` des concentrations e´leve´es de
polarons. Les mesures expe´rimentales collent meˆme a` l’e´quation (4.11) jusqu’a` la transition
entre les phases (II) et (I), comme on le voit sur la figure 4.2, et on peut ainsi retrouver analy-
tiquement la position de la transition (I)-(II) µ2/µ1 ∼ 0.065.
Re´fe´rence : C. Mora, F. Chevy, The normal phase of an imbalanced Fermi gas, Phys. Rev.
Lett. 104, 230402 (2010).
4.4 Boson composite dans une mer de Fermi
La physique du polaron, discute´e aux 4.2 et 4.3, est pertinente pour des longueurs de
diffusion a ne´gatives ou au voisinage de l’unitarite´ lorsque kF |a| ≫ 1. Cela correspond en gros
au domaine des abscisses de la figure 4.1. L’e´tat fondamental du proble`me a` N+1 corps change
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Figure 4.2: E´quation d’e´tat d’un gaz de fermions unitaire polarise´ dans l’ensemble grand-canonique.
h(η = µ2/µ1) = P (µ1, µ2)/P0(µ1) est le rapport entre la pression du gaz et celle d’un gaz ide´al com-
prenant une seule espe`ce de spin. La phase normale partiellement polarise´e (II) est favorise´e pour
η = [A, ηc] ∼ [−0.6, 0.065], la phase superfluide (I) pour η > ηc et la phase normale comple`tement
polarise´e (III) pour η < A. La ligne en traits tirete´s repre´sente notre pre´diction (4.11) et la ligne en
pointille´s celle d’un calcul Monte-Carlo [21]. La ligne pleine (rouge) correspond a` l’e´nergie du gaz unitaire
superfluide non-polarise´ (I) et ne de´pend donc que d’un seul parame`tre. Insert : ratios n2/n1 entre les
densite´s calcule´s a` partir des identite´s ni = ∂µiP et compare´s aux donne´es expe´rimentales. Les donne´es
expe´rimentales de cette figure, repre´sente´es par des points noirs avec leurs barres d’erreur, sont extraites
de la re´fe´rence [17].
de structure lorsque la longueur de diffusion devient positive et petite, kFa ≪ 1. L’impurete´
commence par capturer un des fermions majoritaires pour former un dime`re fortement lie´ dont
l’e´nergie de liaison ~2/ma2 exce`de largement l’e´nergie de Fermi εF . En conse´quence, la mer
de Fermi modifie de fac¸on perturbative le dime`re. Pre´cisons que les fermions majoritaires sont
indiscernables et que l’impurete´ peut donc e´changer son partenaire avec un fermion de la mer
de Fermi : le dime`re est un boson composite. Toutefois, le calcul de l’e´nergie ne fait apparaˆıtre
cet aspect composite qu’au troisie`me ordre non nul en perturbation. On s’attend a` ce que la
premie`re correction a` l’e´nergie du dime`re soit le terme de champ moyen gadn1, proportionnel a`
la densite´ de fermions majoritaires, ou` la constante de couplage gad = 3π~
2aad/m fait intervenir
la longueur de diffusion atome-dime`re aad = 1.1786 a.
Nous avons donc, pour kFa≪ 1, un e´tat fondamental ou` l’impurete´ est un boson composite
et non un polaron. Un calcul diagrammatique Monte-Carlo [22] pre´dit que la transition entre le
polaron et la mole´cule composite est discontinue (du premier ordre) et intervient pour 1/kFa ≃
0.91(2), en plutoˆt bon accord avec des mesures expe´rimentales radio-fre´quences [29].
Avec F. Chevy, nous nous sommes inte´resse´s a` la description the´orique de la mole´cule ha-
bille´e par la mer de Fermi. Nous avons tout d’abord calcule´ le de´veloppement de son e´nergie en
puissances de xF = kFa jusqu’au premier ordre indiquant sa nature composite. Le proble`me
du de´veloppement de l’e´nergie du dime`re composite n’est a priori pas simple car la pre´sence du
proble`me a` trois corps implique des resommations diagrammatiques. Nous avons donc choisi
de partir d’une approche variationnelle ou` la fonction d’onde du dime`re habille´ inclut les ex-
citations de ze´ro, une ou deux paire(s) particule-trou. L’hamiltonien de de´part est par ailleurs
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Figure 4.3: Notre fonction d’onde variationnelle n’inclut qu’un nombre restreint d’excitations particule-
trou : ze´ro pour la premie`re ligne, puis un et deux pour la second et la troisie`me ligne. Les deux colonnes
correspondent au canal occupe´, ferme´ ou ouvert, dans le mode`le a` deux canaux.
un mode`le a` deux canaux, le meˆme qu’au 3.3, ou` l’interaction entre fermions est me´die´e par
un boson ponctuel de´crivant le canal ferme´. La fonction d’onde variationnelle est repre´sente´e
sche´matiquement figure 4.3.
L’inte´reˆt de cette approche par fonction d’onde, par contraste avec une approche diagram-
matique [30], est que les processus a` trois corps sont automatiquement resomme´s. On applique
ensuite aux e´quations issues du proble`me variationnel le de´veloppement perturbatif 5 en xF . Le
re´sultat obtenu pour l’e´nergie est
E = − ~
2
ma2
(
1− x
3
F a˜ad
2π
− 2x
4
F a˜
2
ad
π2
(ln 2− 3/8) + 2x5Fα3 + ...
)
, (4.12)
avec a˜ad = aad/a ∼ 1.1786 et α3 ≃ 0.0637 est un coefficient nume´rique. Le premier terme a` l’in-
te´rieur de la parenthe`se correspond a` l’e´nergie du dime`re seul, les deux suivants 6 a` l’excitation
d’une unique paire particule-trou, le quatrie`me enfin a` l’excitation de deux paires particule-
trou. Il est utile de comparer ce re´sultat a` l’e´nergie d’un boson non-composite (de taille nulle)
plonge´ dans une mer de Fermi. On retrouve alors exactement l’e´quation (4.12), dont l’e´nergie
du dime`re −~2/ma2 a e´te´ soustraite et ou` aad de´signe la longueur de diffusion fermion-boson,
mais avec α3 ≃ 0.00025 a˜3ad au lieu de α3 ≃ 0.0637. Cette diffe´rence dans le dernier terme re´ve`le
l’aspect composite de la mole´cule.
Nous avons aussi de´termine´ l’e´nergie de la mole´cule habille´e par une approche purement
variationnelle [31] incluant une excitation particule-trou tout au plus. Dans cette approche, les
e´quations obtenues ne sont pas de´veloppe´es en xF mais re´solues exactement. On n’a pas pris
en compte les excitations a` deux paires particule-trou pour rendre le proble`me tractable nu-
5. pre´cisons que, pour ce proble`me comme pour le polaron, le de´veloppement en puissances de xF co¨ıncide
avec le de´veloppement en nombres d’excitations particule-trou. E´tendre l’espace variationnel a` trois excitations
particule-trou ou plus ne fait que rajouter des contributions d’ordres supe´rieurs en xF a` l’e´nergie. Ainsi les
coefficients du de´veloppement perturbatif (4.12) obtenus sont-ils exacts, meˆme si le point de de´part du calcul
est variationnel.
6. le second terme se re´crit comme gadn1.
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Figure 4.4: Comparaison entre les e´nergies des e´tats polaron (l’impurete´ est un fermion) et mole´cule
(l’impurete´ est un boson composite). Ligne pleine (tirete´e) : calcul variationnel de l’e´nergie pour le
polaron (mole´cule). Cercles pleins : re´sultats expe´rimentaux du MIT [29]. Diamants pleins (vides) :
calculs Monte-Carlo diagrammatiques [22] pour la mole´cule (le polaron).
me´riquement. Le tre`s bon accord entre nos re´sultats, les calculs Monte-Carlo diagrammatiques
et les mesures expe´rimentales est illustre´ figure (4.4). De fac¸on identique au cas du polaron, la
mole´cule semble ainsi tre`s bien se preˆter a` une description the´orique variationnelle.
Re´fe´rence : C. Mora, F. Chevy, Ground state of a tightly bound composite dimer immersed
in a Fermi sea, Phys. Rev. A 80, 033607 (2009).
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